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On the Coefficients of Schlicht Functions. 
By Cengiz Ulugay in Ankara. 





1. Let © be the class of functions s(z2) =z +3s,2? + -, analytic and schlicht for 
|z|] <1. Then it was conjectured by Bieberbach that | s, | < n [1]. The validity of this 
conjecture has been proved forrn=2 [1], n=3 [2], n=4 [3]. On the other hand it 
has been shown by Littlewood, that |s, | <en [4]. This estimate has been improved by 


Bazilevic who established |s, | < 5 + 1.51 [5]. In this paper it is shown that the curves 
27 





I(r, s) = En f | s(re‘?) | d® possess a single extremal curve /(r, K) = > Ir, s), 
ö 


r 
1—r 
s€ ©. As a consequence of this result an improvement of the estimate for the n-th coeffi- 
cient is obtained. 

The extremal character of /(r, K) is proved in three steps, each corresponding to 
a lemma stated and proved below. 

Lemma 1. If s(z) is any approximating function of K(z), then I(r,s) < I(r, K), where 
the equality holds if and only if s(z) = K(z). Here K(z) is the well known Koebe’s function. 

Proof. Let s(z) be any approximating function of K(z), then clearly /(r, s) is an 
approximating curve of /(r, K). On the other hand, in view of the Distorsion Theorem 

(4) |Hır)| si, 


where s(z) = K(z) H,(z). The equality occurs if and only if s(z) = K(z). We write (1) 


in the form 


I(r, K 
ay* An < ern 


In view of Hölder’s inequality we have for any schlicht o(z) analytic for |z | <14 


Ir, K) < I,(r, 0) I,(r, Hz"), 


s+K. 








where p > +1. As p>1, we have 
I(r,o) 
< ’ 
lzl-r 


where the equality holds if and only fo=K. 
Now, for each fixed s, no matter how close to K, all o, sufficiently close to X, (1)* 
can be replaced by 





. IH,r)]| In, K) 
(2) min | H,,(z) | Iır,o,) ’ 
lzl=-r 


where the equality occurs if and only if s(z) = K(z) = a 
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In view of the above property of (2), if s is sufficiently close to Ä, then (2) will 
be preserved by continuity if one replaces o, by s. We then have 
| IHın)| _ Ir, K) 


s : : 
a Le | H,(2) | I(r, s) 
zji=r 

This completes the proof of the lemma, since s is arbitrary. 





Next, we prove lemma 2. However, this lemma being mainly of topological nature, 
we have collected the necessary preliminaries under the heading: Deformation.. 


2. Deformation. Let ® be a simply connected domain containing the origin but 
not the point at infinity, and of mapping radius 1. By the Riemann’s mapping theorem 
there is a unique function 

s@)=2+82+'-- 
which maps the unit circle | z | < 1 conformally onto ®. It is a well known fact that as D 
varies continuously within the above specifications then s(z) varies continuously, uni- 
formly in |z2| <4. 

In particular, let us consider an arbitrary continuous deformation of a simply 
connected domain ®, containing the origin but not the point at infinity and of mapping 
radius 4 into a domain ®, with the same specifications. If D, is an intermediate domain 
with the same specifications except perhaps for the mapping radius, then there is a 
one-one correspondence between ®, and, say, O0 <A < 4. By the Riemann’s mapping 
theorem, to each 4, there is a unique function of the form 

s(, 4)=all)(2+8(4)2? +), «{O)=all)=1, ald)>0, 
which maps D, conformally onto the unit circle |z| <4. Since «(A) is also continuous, 
ı s(z, A) 
it follows that x(A) 
of D,into D,, with the mapping radius 1. Such a deformation may be termed a normalized 
continuous deformation, n.c.d. for short. Furthermore, let s,(2), sı(2) be any two 
functions in ©. Suppose that the boundaries I’, /, of the maps D,, D, of s,(z), sı(2) 
respectively are analytic curves. Then I’, can be deformed continuously into I, I, = T, 
through a set of intermediate analytic curves, 7,0 < A < 1, each of which is the boundary 
of a domain ®,, containing the origin but not the point at infinity and of mapping radius 1. 
In fact by hypothesis s,(z), s(z2) are analytic in a slightly larger circle, i. e., for e> 0 
sufficiently small, s,(z), s, (2) map |z| < 1 + e onto ®,, ®; with analytic boundary curves 
T%, Tj respectively. By a continuous deformation we take ®, into D,; through a set of 
intermediate simply connected domains ®;, which contain the origin but not the point at 
infinity. By the Riemann’s mapping theorem there exists for each A 

s(z, A) = al) (2 +82(4)2? +), @(4)>0, «(0)= all) =1, 
s(2, 4) 
&(4) 





is continuous and corresponds to some continuous deformation 





which maps |z| <1 + e onto ®;. Hence the normalized function will map 


|z| z 1 onto a domain ®, with analytie boundary curve T',. 

More generally, let 

(1) s(,4)=2+Ss2(A)2? +: 
be the normalized deformation class, n.d.c. for short, associated to an.c.d. D, -B.- 
If s,(4) <2,0 sASs1, there is no loss of generality in assuming s,(/) > 0, then the 
coefficient os,(A) belongs to the coefficient region V, [6]: | s, | < 2, for some o > 1, and 
accordingly for each A there is a function f(z, A) =z-+ 0s;(4) 2? + € ©. It is clear 
that oflo-!2,4)=2+38g,(A)2? + € & and possesses an analytic boundary curve. It 





e, 


m. ömöoWe’34 U Vu 
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is now easy to see that given (1) with s,(4) <2,0 <A < 1, one can always associate 
to (1) an.d.c. 
s(,A)=2z+8s(A)z2+--- 


associated to an.c.d. d, m 2, such that each intermediary. domain D, has an analytic 
boundary curve!'). 

A deformation of the type described above may be termed a normalized continuous 
deformation on the boundary, n.c.d.b. for short. 

From here on, to avoid repetition, we shall assume that D, contains the origin 
but not the point at infinity and is of mapping radius 1, i. e., is normalized. Hence if 
s(z, A) is the associated n. d.c. we have 


s(2, )=2+8s(4)22 +», 


where s,(4) > 0 is continuous in A. Also, the mean integral 
N 2n 
Io b 33 i0 
I(r,s, 4) = 57 fisee ‚4)| dd 
0 


is evidently a continuous function of A, uniformly in |z| <1, and defines a continuous 
deformation of the continuous curve /(r, s,) into the continuous curve /(r, s,), where 
I(r, s,) = I(r,s,0) and /(r,s,)=/(r,s,1). In other words to (4) is associated the 
s-homotopy, 

I(r, so) z I(r, sı). 


We now prove the following lemma. 


Lemma 2. Suppose that there exists a curve I(r,o) which intersects I(r, K). Then there 
exists a continuous deformation of I(r, 0) into a neighbouring curve of I(r, K) which intersects 
I(r, K). 

Proof. We consider all n.d.c. s(z, A), with (4) >20, O0 <A<s1, s(z,0) = o(z2), 
s(z, 1) = K(z). Since s(z, 0) = o(z) # K(z), then s,(0) = o, < 2. This implies the exist- 
ence of a variation s*(z) such that s* > s,(0) [6]?). We may therefore choose a deformation 


1!) [he idea of the proof is based on the fact that if, givenl, 5(z,4)=2+ 3,(4)2?+ --- is analytie 
and schlicht for |2| < 1 and is associated to s(z, A) with the same second coeffieient s,(A)< 2, then to A+ e, 
e > 0 sufficiently small, and accordingly to s,(A + e) there corresponds $(z,A + e) which is an infinitesimal 
deformation (i. e. a variation [6], see footnote) of $(z, A). 

2) The assertion is of course trivial if o(z) is analytic and schlicht for |z| < 1. In the alternative case, an 
easy calculation shows that Ta 

Tat 9 hjolgen)sone-iie 

We maintain that if o, < 2, then there exists @ = 9, and 2 = 2, such that | 0% | > o,. Else |o$ | < o, for all@ 
and 2,. This implies immediately that 





2?’0(z)? 
- oe) 
The right-hand side being real for | z| = 1, we conclude that o(z) is analytie for || = 1 except possibly at a 


zero of For Let w(t) = o(eit) be the parametrie representation of the boundary curve, then by appropriate 


1 
BA ie 





choice of the parameter we find in view of (1) 
w’? 


@) +1. 





If Frei is zero on | 2| = 1, then it readily follows by integration of (2) that the boundary curve consists of slits 
along the real axis. Clearly o’(2)= 0 at the point corresponding to a tip of a slit. On the other hand 
Re)=%,+2+ zean have no zero in |2| < 1 (and in | z| > 1) since o’(2) +0 in |z| < 1. Thus the zeros of 


1* 
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class in such a way that s,(A) f in the neighbourhood of A=0. Let us consider all such 
n.d.c. I maintain that there exists an.d.c. such that as At, 0 s A s 1, s,(A) } strietly. 
Indeed, the contrary assumption implies the existence of an.d.c. for which as At, the first 
local maximum s,(A„) corresponding to the first A,„ is greatest and away from 2. This is 
clearly impossible, for since s,(A„) < 2, there exists a variation s* of s(z, A„) such that 
s# > s,(A,). Clearly this variation defines a new n.d.c. with a first local maximum 
greater than s,(A„). We may conclude that as s,(A) approaches 2, s(z, A) approaches uni- 
formly K (z). Now, let o* = h"!o(hz), K* = h"!K(hz), whereh =1 — e, e > 0 is arbitrary 
but sufficiently small so that /(r, K*) is sufficiently near /(r, K) and /(r,o*) intersects 
I(r, K). Note that in the neigbourhood of r = 0, I(r, s) < I(r, K), s$& (see $3 below), 
and that there is a smallest r, (> 0) such that /(r,, o*) = I/(r,, K) and 
I(r, + N; o*) > Ir, + N, K), 

where n> 0 is sufficiently small. If s(z,A) is an.d.c. such that s,(A)? as A|, then 
s(z,4)=2z+3s,(4)2? +: can be replaced by an.d.c.b. Ss(z, 4)=z +38, (A) +'*-, 
5(2,0) = o*. If I(r,$, A) intersects /(r, K) as A increases the theorem is proved. In the 
contrary case /(r, $, A,) touches /(r, K) for some A= A, <1. But then since 5 (z, A,) is 
analytic and schlicht for |z| < 4, e, > 0 sufficiently small exists such that s* = 0-15 (oz, A,), 
o=1 + e,, belongs to © for |z| < 4. On the other hand /(r, s*, A, + &,) will intersect 
I(r, K) for each 2,0 <2,<S e,, since /(r, s*, A, + &) > I(r, 5, A,), as it easily follows 
from the Parseval identity (see below). We can repeat the same argument for an.d.c. 
associated to a n.c.d. D — D,. with the second coefficient increasing as A increases 
from A = 4, + &, to 1. Thus the foregoing process gives a step by step construction of 
n.c.d.b. satisfying the conclusion of the lemma as e>0. Indeed if the number of 
steps is finite, the lemma is proved. If it is infinite, since by hypothesis, e, (A) — 0, 
AP 4, <1 cannot hold simultaneously as the number of steps n— oo, the lemma still 
holds. 

Lemma 3. No curve I(r, s) intersects I(r, K). 

Proof. Suppose on the contrary that there exists a curve /(r, oc) which intersects 
I(r, K). Then by lemma 2 there exists an s-homotopy /(r, 0) X /(r, K) such that as 
)>4A, I(r, s, A) intersects /(r, K), thus contradicting lemma 1. 


3. Finally, it remains to show that /(r, K) is extremal in the neighbourhood of 
r=(. For any schlicht s(z) we have by Parseval identity 


I(r, s) = 2 | um |?r”, 


n=1 
where 
uw} ztm tt, 
r $ 
with mh, Pe Eir ERBE k=W='=0. 


Suppose that /(r, K) is not extremal in the neighbourhood of r = (0. Then there 
exists o(z) such that for r sufficiently small 


Ir, K)</(r,o), o+K, 
R(z) are on |z| = 1. Hence whether o(2) has a pole or not on | z| = 1, a zero of R(z) must be a zero of 0’(2). 
Note that the zeros of o’(z) on | 2] = 1 cannot be cancelled. This implies that R(z) must have a double zero on 


|z| = 1. Accordingly o, = 2 (and o(z) = er by direet integration of (1), the constant of integration 
being zero owing to the fact that o(z) is analytic in the neighbourhood of 2 = 0). This contradietion implies 


the assertion. 
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1. e., 


5 =r+r? +r5 +...< 9" „3 
Tag" sr+ti— re, 


1 2 
or, cancelling the r’s and dividing by r?, we have after letting r>0, |o,| > 2, which is 
impossible. Thus we end up with the final 


Lemma. Let © denote the class of functions s(2) =2 + 832? +: analytic and 
schlicht in the unit circle. If K(z) is the Koebe function and 








2 
1,9 = 75 | 1st1d0, z=re%, 0<7<i, 
0 


then 


I(r,s) <s X(r, K) = I 


where the equality occurs if and only f{s=K. 
As an immediate consequence of this lemma we have 


Theorem. || < r T° 





n 
Proof. It follows from 


Is| <(e2) 


n—1 
vu — 


Remark. With the help of corresponding distorsion theorems, the lemma holds for 
the derivative of odd schlicht functions w’(z) as well as the derivative of Nevanlinna’s 
28’ (2) 
5 s(z) 4 
|| < ge- 1.51, and |, | < ze respectively. Details of these results will be given 





function y(z) = —=1+b2+b,2?+:--; as results of these lemmas we find 


in a subsequent paper. 
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On Inequalities in the Theory of Schlicht Functions. 


By Cengiz Ulugay in Ankara. 


1. We recall the main result proved in a previous paper (cf. [1]). 

Lemma 1. Let % denote either one of the classes &© = {s(z)}, M = {u’(2)}, Y = {y’(z)}, 
and F(z) €% either one of the functions K(z) € &, [K(zB! € M, 1: Kale Y. Then 
for each f(z)€E 5, 

Ir, f)< Ir, F). 


Two important applications of this Lemma will be considered here. The first one 
is concerned with the coefficient problem related to the subelass M of odd schlicht 
functions analytic in the unit circle. The second one is concerned with the coefficient 
problem related to the class Y of normalized analytic functions of the type 


vi =1+bz2 +52 +, |z|<1, 





where s(z2)=z-+8;2? +: belongs to the class &© of normalized schlicht functions 
analytic in the unit circle. The class Y has been first considered by R. Nevanlinna (cf. [2]) 
who proved the following inequalities 
(4) I2|=|b|=2 
and 
1 


(2) 1,7; =|vtre®)| s 


—r i+r 
i+r r 


1—r 





It has been shown that the coefficients | b„ | were bounded, for some subclasses only 
(ef. [3]). We shall show that the coefficients | b„ | are bounded within the whole class Y 


and also that |, | < T- 
3. Let M be the class of odd schlicht functions of the form 
ul@)=2+u2°+°.-, |z|<1. 
j i+r 
Lemma 2. | u (2) | dr) 


Proof. Let u(2) = ((2)} =2+w2°+*:-. 
Then | u(z) | s I: This inequality is sharp as u(z) = 1 shows. Next, 





’ 2 ’ 2 
we have z 7 2 = an ) . Hence 
I1+r 


u (z) 
e - 4} 











u(2) 
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Consequently, 
a i+r 
RT a a 
This inequality is again sharp as u(z) = rn shows. 


As a consequence of the distorsion formula (3) and Lemma 1 we have 


1 


Lemma 3. I(r, u‘) Ss E gmer % 
Application of Lemma 3 yields 
Theorem 1. [m | < nn = 1.51. 


Proof. We have 


rn+1 


2 
1 
u. .®- n < 
lmlsıenz [Ivan 
0 





Puttingr =1 _—, n > 5, we obtain the desired result. 


2-2 


20 —1 
vd) = vl) — (A —|20 9) Ya) 2+°°.. 


3. By substitution of {= 





in »(£) we have 


Hence 
Yzo) _ (1 — | 20 ]2) Y’ (20) NE 
- Bi ° Sie 





Putting £ = 0 and so z = z,, we obtain a function belonging to 7. Hence by (1) 


1— (rei? 
I -ul=iel s2. 





By (2) we have 


2 
(4) | y' (re) | s UrR' 


This inequality is exact as the function y’(z) = DE shows. 


As a consequence of the distorsion formula (4) and Lemma 1 we have 


I(r,y) s 





2 
1—r 


4 
Accordingly, we find |b„| < -. 


As other immediate applications of our method we obtain the following exact in- 


equalities, i. e., 
2 





1+3r 


2n 
1 s’(z) 
fl ’ s(z) 
0 


27 
1 r? 
35 | Iranrao < ya 5 
0 





and 
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From the latter we deduce at once 


r2 


2n 
1 
I, = 2; | Inalar < x, 
0 





"'hence obtaining once more (loc. cit.) 


R 
Ir 





Iir,s) s 


We finally remark that for the estimation of |s„ | (loc. eit.) it is more advantageous to 
n—iA 








pet’ = —. Then 
n—1 
n+i/n-+Ii\? en 
als Fat Tr 
u 3 
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Zur Theorie der Interpolationsreihen. 


Von Herbert Meschkowski in Berlin. 





I. Einleitung. 


Es ist bekannt (siehe z. B. Literaturverzeichnis [1], [2], [3]), daß man unter 
geeigneten Voraussetzungen eine in einem Bereich ® der komplexen Ebene analytische 
Funktion f(z) durch die Newtonsche Interpolationsreihe darstellen kann: 


A) f@) = a, + Zu — u) MER VER N 


Dabei berechnet man die Koeffizienten a, in einfacher Weise aus den Funktionswerten 
w, = f(u,) in den ‚„Interpolationspunkten‘ {u,}: 
(2) = [n.:.,u] = 2 


u=1 gr EB 
„a (u, Um) 


Wu 





Nehmen wir nun an, daß die Folge {u,} der Interpolationspunkte endlich viele im Innern 
von 3 gelegene Häufungspunkte £, (e=1,2,...,r) habe. Dann kann man zeigen 
([2], [3]), daß der Konvergenzbereich der Reihe (1) eine Lemniskate & von der Form 


(3) Nlz—t|=k 


e=1 
ist. Genauer gesagt: Ist k in (3) so gewählt, daß auf der Lemniskate 2 mindestens eine, 
im Innern aber keine Singularität von f(z) liegt, so konvergiert die Reihe (1) im Innern 
der Kurve £, sie divergiert für alle außerhalb von % gelegenen Punkte. 

Die Reihe (1) konvergiert also nur in einem Teilbereich von ®, und es ist zu fragen, 
ob es nicht andere Interpolationsreihen gibt, die diesen Nachteil nicht aufweisen. 

In einer früheren Arbeit haben wir gezeigt [8], daß sich unter Benutzung der Kern- 
funktion nach Szegö [5] ein Orthonormalsystem aufbauen läßt, das die in ® einschließlich 
des Randes regulären Funktionen darstellt. Da die Koeffizienten dieses Systems sich 
ganz elementar aus den Funktionswerten w, = f(u,) (v=1,2,...) berechnen, können 
diese Reihen als Interpolationsreihen angesprochen werden. 

Im folgenden soll ein ähnliches System {r,(z)} entwickelt werden, das die Berg- 
mansche Kernfunktion [5] benutzt. Diese beiden Orthonormalsysteme!) haben gegenüber 
der Newtonschen Reihe einige wesentliche Vorteile (die in der Arbeit [8] noch nicht 
alle herausgestellt wurden): 

4. Die Reihen konvergieren in jedem abgeschlossenen Teilbereich von ®. 

2. Sie konvergieren auch, wenn die Menge M der Häufungspunkte der Folge {u,} 

nicht endlich ist (z. B. wenn {u,} in ® überall dicht liegt). 

3. Die Funktionen r,(z) sind in ® orthogonal. 


ı) Ähnliche Eigenschaften hat die in [6] S. 126 definierte Folge {v,(2)}- 
Journul für Mathematik. Bd. 202. Heft 1/2 2 
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Dem steht natürlich der Nachteil gegenüber, daß (jedenfalls für mehrfach zu- 
sammenhängende Bereiche) die Funktionen r,(z) komplizierter sind als die in der Newton- 
schen Reihe auftretenden Funktionen (z— u,) *-(z— u,_,). 


II. Definitionen. 
Es sei im folgenden ® ein n-fach zusammenhängender Bereich, der schlicht und 


beschränkt ist und von r analytischen Kurven €, begrenzt wird ( 2% =.) Unsere 
e=1 

Aussagen — das sei am Rande erwähnt — lassen sich aber unschwer auch auf allgemeinere 

Typen von Bereichen übertragen. /’' sei die Klasse der Funktionen, die in 8 +€ samt 

ihren Integralen regulär und eindeutig sind. Nach [5] gibt es vollständige Orthonormal- 

systeme {9,(z)}, durch die man jede Funktion aus /' darstellen kann in der Form 


v-l 


= 2,92), == f f fG.dzdy. 
8 


Wir notieren für spätere Anwendung, daß man das hier benutzte innere Produkt zweier 
Funktionen g(z) und h(z) auch so umformen kann [4]: 


i 
& 


(4) (g, n=[ | ehazay= 5; | eHi, u = [10 dz. 
8 


Es seien weiter A(z, u) und B(z, u) die Funktionen, die ® so auf einen Parallelschlitz- 
bereich mit Schlitzen parallel zur reellen (imaginären) Achse abbilden, daß dabei der 
innere Punkt z = u in oo übergeht (Residuum + 1). Die Funktionen 


M(z, u) rs 3 (A (z, u) u. B(z, u)), 
N(z,u) =$(A(z,u) + B(z, u)) 


können dann nach [5] und [6] durch vollständige Orthonormalsysteme dargestellt werden: 


6) Me) Ma Wr Ze) lu) =aKl,.), 


Y,(2) dz 
z—u 


; d 1 = a: 
9) Na) = Na = + El, | 
& 

Aus diesen Darstellungen folgt u.a., daß N’(z,u) auch in u analytisch ist, M’(z, u) 
auch in u. 

Für Randpunkte z €€ besteht zwischen den Funktionen M’(z, u) und N’(z, u) die 
wichtige Beziehung [4]: 

(7) M’(z, u) d2= N’(z, u) dz. 
Durch Integration folgt daraus für z €E,: 

(7) M(z, u) = N (z, u) — a,(u) 


mit einer geeigneten von z unabhängigen Funktion «,(u). 
Geben wir zum Schluß dieses Abschnitts noch einige Beispiele: Für den Einheits- 


kreis |z|< 1 ist 
v 
= -1 = ... 
pr(2) = ) m. v=1,2,3,...) 
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ein vollständiges Orthonormalsystem, und man berechnet daraus nach (5) die Kern- 
funktion K(z, u): 

1 1 


K(z, u) = 77 U-zu)%' 
Für den Kreisring r <z< 1 erhält man ([6], Formel (86)): 
. 1 . ’ 1 
K(z, u) = Zu2 Ipllog zu | 2ri, 2logr) + u; ee). 


Die entsprechenden Funktionen N’(z, u) sind 


£ PR 1 
ann Er 
für den Einheitskreis, 
‘ er 1 2 B 1 ‚ 
N (z, =, jpliog — |2mi 2 1ogr) u ) 


im Kreisring. 
Die Gültigkeit der (7) entsprechenden Formel für den Einheitskreis (z = e*) 


dz = dz 


fi‘ Va eo 


kann man übrigens leicht unmittelbar nachprüfen. 


III. Definition eines neuen Orthonormalsystems. 


Es sei jetzt u, die Folge der Interpolationspunkte, die in ® mindestens einen 
Häufungspunkt hat. Die Menge der Häufungspunkte darf aber auch unendlich sein. 
Dagegen müssen wir u, + u, für 4 + » voraussetzen. 


Dann definieren wir neue Funktionen A,(z) durch die Vorschriften 
(8) R,(@)= a”’K(z,u)+'''+@Y’K(z,u,) 

und 
(8°) R,(u,) = R(u)= = R,(uw_-)=0, Ru)=1. 


Die in (8) auftretenden Zahlen «”(n=14,2,3,...,») können aus dem Gleichungs- 
system (8°) errechnet werden. Daß die Determinante D = || K(u,, 4,) |\.,, dieses Systems 
nicht verschwinden kann, ergibt sich so: 


Nach (7), (7°) und dem Residuensatz ist 
(M’(z, u„), M’(z, u„)) = al M’(z, u,) M(z, u„) dz 
& 
— al M’(z, u„) N(z, u„) da— 2%«,(u) f M’'dz= rn M' (un, u.) —0. 
& WE, 
Also wird 
D= x» D* =’ ||(M’(z, u), M’(z, u„) Ik»: 


D* ist aber die Gramsche Determinante der Funktionen 


M'(z, u,), M'(z, u,), ROTE M'(z, u,). 
2* 
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Sie kann nicht verschwinden, weil die Funktionen M’(z,u,) (n=1,2,...,») linear 
unabhängig sind. Das ergibt sich sofort aus (7) und der Tatsache, daß die Funktionen 
N’(z, u„) Pole an verschiedenen Stellen u, haben. 

Es sei nun /', die Teilklasse von Funktionen {g,(z)} aus /', für die die Bedingung 


(9) (u) = = g(u_,) =0, g(u) =1 
erfüllt ist, und /',, die Teilklasse mit den Bedingungsgleichungen 
(10) (u) = = g,(u,) = 0. 


Wir wollen nun zeigen, daß A,(z) die kleinste Norm (|| A, || = (A,, R,)!) hat unter allen 
Funktionen der Teilklasse /',. 
Es sei g,(z) eine Funktion aus 7',. Dann ist die Differenz 
8,(2) — R,(z) = g,0(2) 


eine Funktion aus J',,. Für das Quadrat der Norm von g,(z) haben wir dann: 


(11) (8 8) = (Ru, R,) + (Bros Bro) + (v0, R») + (Ru, Bro). 
Unsere Behauptung wird erwiesen sein, wenn wir gezeigt haben, daß 
(12) (80; R,) = (R,, gr0) = 0 
ist. Nach (8), (5) und (7’) ist aber 


4 E Pr nn 
(13) (8,0, R,) u ri &r0 (2) Ei M(z, u,) dz 
€ 


v 


r (») EEE, 
= 3,35 | a Ne ua at [eu e), 
& &% 





n=0o0=0 2ni 


Da nach Voraussetzung (I’,, ist eine Teilklasse von I") die Integrale von g,,(z) eindeutige 
Funktionen sind, verschwinden alle Ingrale von der Form 


f g,0(2) dz. 


& 
Aber auch die anderen auf der rechten Seite von (13) auftretenden Integrale sind gleich 
Null, da ja die Pole von N(z, u„) durch die Nullstellen von g,,(2) kompensiert werden. 
Damit ist (12) bewiesen. 
Nach (8) gehört aber für « > v die Funktion AR, zur Klasse 7',,. Deshalb ist 





(R, R,) = 
für u # v. Die Funktionen 
R,„(z) 
14 rt (2) = 7% 
Mn “= TR] 


bilden also ein Orthonormalsystem. 


IV. Die Vollständigkeit. 
Wir wollen jetzt zeigen, daß jede Funktion f(z) € !' darstellbar ist in der Form 


Ma) = Zarruie), a, = (fa), 1,(2)). 








IT 
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Dazu definieren wir zu einer gegebenen Funktion f(z) die Hilfsfunktionen 


(15) he) = Zal®r,(a), 
webei = 
(16) ha) = alu) + +a9r,(u) = u), 
.m1,2...,8 


gilt. Die Determinante A = || r,(u,) ||. dieses Systems (16) ist nach (14) gleich 
IR | 1%] 4* = | RR || Rotan) I- 
Diese Determinante A* hat aber nach (9) und (14) in allen Stellen über der Haupt- 


diagonale den Wert 0, in der Hauptdiagonale der Wert 1. Es ist also 4* =1,A4A +0. 
Das System (16) ist daher lösbar. Nach (16) ist aber 


(17) f,(u,) — fu,) =0 für o =1,2,...s. 
fs(z2) — f(z) gehört also zur Klasse T',,, und es ist 
(18) (4, (2) st f(2), t,(2)) 0 


füro =1,2,...,s. Wegen der Orthogonalität der Funktionen r,(z) heißt das aber nach (8): 
Es ist 

(19) a = (f,(2), 7,(2)) = (f(2), 1,(2)) = @,. 
Die Funktion 


fı(2) 2% t,(2) 
verschwindet also nach (16) und (19) fürz = u,,0o =1,2,...,s. Wir bemerken weiter, daß 


ft) = Za,t,(e) 


o=s+1 
wegen (8°) und (14) für alle u, mit o <s verschwindet. Das kann nun benutzt werden, 
um zu zeigen, daß die Funktion f(z) mit der formal entsprechenden Orthogonalreihe 
identisch ist. Die Differenz 


Di) =) — Zatıle) 


können wir nämlich für beliebiges s so schreiben: 


(20) D(z) = (f(z) un a,1,(2)) — F a,t,(2) = IS, — S;. 
v-1 v=s+1 
S, und S, verschwinden beide für z= u,0o=1,2,3,...,s. Das beliebig gewählt werden 


kann, verschwindet die Differenz D(z) für alle u, der Interpolationsfolge. Sie verschwindet 
infolgedessen identisch, da die Folge {u,} in ® mindestens einen Häufungspunkt hat. 


V. Das Interpolationsproblem. 


Die Koeffizienten a, der Reihe 
f(z2) = Z a,t,(2) 
u=1 
kann man (wie alle Koeffizienten solcher Orthogonalreihen) durch ein Integral darstellen: 


a, = (fl2), Tue) = LS Me) Tote) day. 
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Für unser System {r,(z)} ist aber außerdem noch eine weit einfachere Darstellung durch 
lineare Funktionen der Funktionswerte w, = f(u,) möglich. Nach (8°) und (14) ist nämlich 


(21) t„(u,) = 0 für v <u. 
Deshalb wird 


f(u,) = a,tı(u,) + ayT,(u,), 


usf. Daraus berechnen sich die Koeffizienten a,: 


a, = Yııflu,) 
(22) 4, = yaıfluı) + Yfeelu;) 


a, = Yallıı) + + Yaflu.). 
Die Koeffizienten y,, in (22) sind von der speziellen Funktion f(z) unabhängig. Sie 
können (ebenso wie die Zahlen «” in (8) und wie die £(” in [8]) als für das Gebiet ® 
und die gewählte Interpolationsfolge {u,} charakteristische Konstanten angesehen 
werden. 
Da 
a, = l,[f(u,), - - -, f(u,)] 


eine einfache lineare Funktion von f(u,), f(u,),...., f(u,) ist, kann die Reihe 
I) = zn [/(u,), - - », f(uu)] Tu(2) 


als „‚Interpolationsreihe‘‘ angesprochen werden. Die sukzessive Berechnung der Koeffi- 
zienten y,, von (22) macht keine Schwierigkeiten. Es wird 


Fu | R, II, 
Ya = — Rı(u,) | R, |» 1.7 | R, I, 
usf. 
Die Berechnung der Normen || A, || = (A,, R,)! ergibt sich so: 


(R, R) = Zara (K(z,2,), K(z,%,)) 
n=1 
m=1 


ie he Zr DM (u„,%. 


Speziell für den Einheitskreis sind unsere Funktionen r,(z) einfache rationale Funktionen 
von der Form 
om oe) a) 
ea tut tra 


Die Pole liegen sämtlich außerhalb des Einheitskreises. Schließlich wollen wir noch darauf 
hinweisen, daß das Orthogonalsystem {r,(z)} in einer gewissen Analogie steht zu dem in 
[6] und [7] untersuchten System {o,(z)}. Während sich die Koeffizienten einer Funktion 
/(z) bei der Darstellung durch das System {r,(z)} linear durch die Funktionswerte f(u,) 
nach (22) errechnen, hatten wir damals eine ähnliche lineare Beziehung zwischen den 








ww 


.  n 
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zu o,(z) gehörenden Fourier-Koeffizienten c, und den Koeffizienten der Potenzreihen- 
entwicklung von f(z) an einer gewissen Stelle u: 


Ist nämlich 
fd) = Za,(.—u), 
so haben wir nach [8], Formel (5) den Zusammenhang 
„=n ZA Na,.. 


Hier errechnet man also die Koeffizienten c, linear aus den Ableitungen der Funktion f(z) 
an einer Stelle u€®, in unserm Fall aus den Funktionswerten f(u,) für eine gegebene 
in ® gelegene Folge u,. 
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Untersuchung des Simplexinhaltes 
in Räumen konstanter Krümmung beliebiger Dimension '). 


Von Johannes Böhm in Jena. 





Einleitung. 


Um Inhaltsbestimmungen für mehrdimensionale Polyeder in Räumen konstanter 
positiver, negativer oder verschwindender Krümmung durchzuführen, unterteilt man 
diese Polyeder zunächst in Simplexe. Zur weiteren Untersuchung zerlegt man jedes Sim- 
plex durch wiederholte Lotkonstruktionen in Orthoscheme. Unter einem Orthoschem 
wollen wir wie Schläfli [24]?) ein Simplex mit einer Reihe rechter Winkel an ganz be- 
stimmten Stellen verstehen. Die Untersuchung der Eigenschaften und des Inhalts dieser 
Orthoscheme, die das allgemeine P.oblem auf Grund der Zerlegbarkeit der Simplexe 
erledigt, soll den Gegenstand dieser Arbeit bilden. 

Der Orthoschem-Inhalt wird in Abhängigkeit von gewissen, geeignet zu wählenden 
Bestimmungsstücken erscheinen. Bei unseren Untersuchungen sind dies die Keilwinkel 
der Orthoscheme. Auf diese Weise wird der Orthoschem-Inhalt durch recht interessante 
Funktionen dargestellt, deren Studium auf Grund der Inhalts-Untersuchungen wesent- 
lich gefördert werden dürfte. Mit Hilfe von bildlichen Darstellungen — insbesondere für 
den dreidimensionalen Raum — wollen wir versuchen, die einzelnen Probleme unserer 
Anschauung näher zu bringen. 

Entsprechend der Tatsache, daß das als konstant vorausgesetzte „Riemannsche 

1 
TR 
sein kann, sprechen wir vom elliptischen, hyperbolischen oder euklidischen Falle. Selbst- 
verständlich genügt es, k, = 0, + 1 zu betrachten; die anderen Räume konstanter Krüm- 
mung mit k, # 0 lassen sich auf k, = + 1 zurückführen. Das „Gauß-Kroneckersche‘ [15] 
Krümmungsmaß K,„,, werde allgemein als reziprokes Produkt der Hauptkrümmungs- 


Krümmungsmaß“ k (R: konstanter Krümmungsradius) positiv, negativ oder null 


radien — „————- für die Dimension n 21 definiert. Für unsere Untersuchungen 
R,R,:-:R, 1 


seien die Krümmungsradien A, konstant gleich A, also K„;ı = ch 


Wir werden weiterhin nicht besonders erwähnen, daß es sich um Räume konstanter 
Krümmung handelt. Ebenso möge es sich von selbst verstehen, daß mit Hyperebenen 
und Loten, falls nichts weiter vermerkt wird, stets solche im Sinne der betreffenden 
Geometrie gemeint sind. Der euklidische Fall k, = 0 wird nur gelegentlich als Übergang 
vom elliptischen zum hyperbolischen interessieren; die Inhaltsmessung der Simplexe 
ist hier seit langer Zeit wohlbekannt. 


1) Auszug aus einer von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Jena ange- 
nommenen Dissertation. 
2) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns im Kapitel I mit den eirfachsten Bau- 
elementen eines Simplexes AR” — in einem (n — 1)-dimensionalen Raume —, den Ortho- 
schemen S(” desselben Raumes befassen und deren Eigenschaften und Entartungen stu- 
dieren. Die Abschnitte 1 bis 3 sind zur Einführung in diesen Gegenstand bestimmt. Die 
Bezeichnungen der Orthoschem-Elemente sind in Anlehnung an Coxeter [6] gegenüber 
Schläfli [24] vereinfacht worden; für Simplexe wird eine sinnvolle (verallgemeinerte) 
Bezeichnung der Elemente vorgeschlagen. Im Abschnitt 5 wird die Nepersche Regel, 
die Gauß [9] gruppentheoretisch unterbaut hat, auf höhere Dimensionen erweitert. 

Das II. Kapitel stellt die Differentialformel von Schläfli [24] für das vollständige 
Differential des Orthoschem-Inhalts in den Mittelpunkt. Diese, von Schläfli nur für den 
Raum positiver Krümmung aufgestellt, behält auch, wie wir sehen werden, bei geeig- 
neter Interpretation des Simplexinhaltes für den negativ gekrümmten Raum ihre Gültigkeit. 
Schläflis Differentialformel, die er selbst auf verschiedene Arten bewiesen hat und denen für 
beide Geometrien mit k, = 1 und k, =— 1 von G. Sforza [28] und H. Kneser [14] je ein 
weiterer Beweis hinzugefügt worden ist, läßt sich für niedrige Dimensionszahlen durch noch 
einen Beweis begründen, der Gauß’ Methode der Elementarkeile[9] auf höhere Dimensionen 
beider Geometrien überträgt. In dem wichtigen 3. Abschnitte des II. Kapitels wenden 
wir uns dem Inhaltsproblem eines Orthoschems zu. Eine Steigerung der Schwierigkeit 
der Inhaltsbestimmung tritt immer nach zwei aufeinanderfolgenden Dimensionszahlen 
auf: Während für ungerade n das Inhaltsproblem für das Orthoschem $® sich stets auf 
niedrigere Dimensionen nach der Schläflischen Reduktionsformel [24] zurückführen läßt, 
treten für jedes neue gerade n infolge einer weiteren Integration neue Funktionen auf, 
die eine Steigerung des Schwierigkeitsgrades der Inhaltsfunktion zur Folge haben. Diese 
Tatsache ordnet sich in die Reihe der Ergebnisse bei anderen dimensionsabhängigen Pro- 
blemen ein, wo ebenfalls erst nach zwei Schritten wesentlich neue Ergebnisse auftreten. 
Als einfachstes Beispiel sei Inhalt und Oberfläche der Hyperkugel genannt, bei denen 
erst nach Erhöhung der Dimensionszahl um zwei sich die z-Potenz ändert Als besonderes 
Ergebnis des genannten Abschnittes sei der dort durchgeführte Vergleich der Schläfli- 
schen Reduktionsformel mit einer Formel von H. Poincare ([12], [23]) genannt, die das- 
selbe Problem erledigt, aber ‚„verallgemeinerte Winkelsummen‘“ zu Hilfe nimmt. Es ist 
hier gelungen, die beiden in ihrer Anordnung und ihren Gesichtspunkten gänzlich ver- 
schiedenen Formeln ineinander überzuführen. Im 4. Abschnitt wird die Kette vonn + 2 
Orthoschemen $“* der Dimension n — 4 näher betrachtet — zunächst im Elliptischen — 
und ein gruppentheoretischer Zusammenhang erläutert und im 5. Abschnitt die Summe 
der Inhalte zweier Nachbar-Orthoscheme dieser Kette untersucht. Das Ergebnis besteht 
darin, daß diese Summe für gerade n von geringerem Schwierigkeitsgrade ist als es die In- 
halte einzeln sind. Im 6. Abschnitt werden einige bereits bekannte Funktionalgleichungen 
(vgl. [16]) auf Grund gewisser Sonderfälle von Orthoschem-Inhalten sozusagen geome- 
trisch neu begründet. 

Das gesamte dritte Kapitel beschäftigt sich mit einer Größe u — wir wollen sie die 
Invariante des Orthoschems nennen —, die hier für jede gerade Dimensionszahl n = 2m 
(m =1,2,...) definiert wird und als Verallgemeinerung der Coxeterschen [5] In- 
varianten (dort für m = 2) gelten kann. Diese Größe u ist vor allem gegenüber Permuta- 
tionen der Indizes gewisser Produkte invariant. Sie erscheint von großer Wichtigkeit 
für alle weiteren Untersuchungen besonders in bezug auf den Orthoschem-Inhalt und 
wird darum von uns mit großer Ausführlichkeit untersucht werden. 

In den einzelnen Abschnitten wird versucht, auf möglichst verschiedene Arten 
diese Invariante zu gewinnen. Ihre Wichtigkeit erkennt man wohl schon daran, daß sie 
uns fast auf Schritt und Tritt begegnet. Mit Hilfe dieser Invarianten u gelingt es uns im 
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4. Abschnitt, die Differentialformel derartig umzuschreiben, daß die Koeffizienten der 
Keilwinkeldifferentiale nur von den jeweiligen Keilwinkeln und den Invarianten u be- 
stimmter Orthoscheme abhängen. Damit ist man der Integration der Schläflischen Diffe- 
rentialformel ein wesentliches Stück näher gekommen. Auch in eine explizite Formel für 
den Orthoschem-Inhalt 5) von van der Vaart [29] läßt sich die Invariante u einführen. 
Man hat aber mit der Inhaltsformel von van der Vaart infolge der dort auftretenden 
n 
2 
noch eine Integration durchgeführt werden muß, nur einen formalen Vorteil gewonnen: 
Der Inhalt ist zwar explizit angegeben, die Auswertung der Integrale und die Untersuchung 
der sie definierenden Funktionen stößt aber bei beiden Aussagen auf die gleichen Schwierig- 
keiten. 

Schließlich werden elliptische und hyperbolische Fälle hinsichtlich ihrer wechsel- 
seitigen Zusammenhänge untersucht. Ihre Unterscheidung gelingt unter anderem auch 
wieder vermittels der Invarianten u. Als sehr zugkräftige Methode erweist sich die Coxeter- 
Bennettsche kollineare Darstellung eines Orthoschems [6j, mit der man auch gemischt- 
hyperbolisch-elliptische Fälle der Untersuchung zugänglich machen und den Nachbar- 
Orthoschemen im hyperbolischen Falle einen Sinn beilegen kann. 


-fachen Integrale gegenüber der Schläflischen Differentialformel, bei der lediglich 








I. Das Orthoschem und seine Eigenschaften. 


1. Das Simplex im Raume konstanter Krümmung. 


Im (rn — 1)-dimensionalen Raume konstanter Krümmung (n > 1) seien n Punkte 
in allgemeiner Lage vorgegeben. Durch je n— 1 Punkte lege man eine Hyperebene. 
Diese bilden die Wände (Teile der Begrenzungsebenen) des Simplexes R®: Orientiert 
man die beiden Seiten einer Hyperebene geeignet als + bzw. —, dann wollen wir den 
konvexen Raum AR, der auf der positiven Seite jeder Hyperebene liegt und von n Wänden 
begrenzt wird, unseren Betrachtungen zugrunde legen. Zur Debatte steht dann vor allem 
der Inhalt von R®. Numeriert man die n Punkte, die jetzt die Eigenschaften der Ecken 
des Simplexes übernehmen, in irgendeiner Reihenfolge von 1 bis n, so hat man Veran- 
lassung, auch die (n — 2)-dimensionalen Wände mit 1 bis n, entsprechend ihren gegenüber- 
liegenden Ecken, zu benennen. Je zwei Wände j und k schneiden sich unter dem Winkel 
(n — 2)-ter Ordnung x;, (wir wählen den im Innern des Simplexes liegenden). Das gibt 
insgesamt ( 2) Winkel, die wir als die Keilwinkel des Simplexes AR” bezeichnen wollen. 
Eine jede Wand j kann ihrerseits wieder als ein Simplex aufgefaßt werden — allerdings 
um eine Dimension erniedrigt gegenüber dem Ausgangssimplex, aber eingebettet in dessen 
(n — A)-dimensionalen Raum. Ein jedes dieser Simplexe hat nach der obigen Betrachtung 


seinerseits * Pr ') Wände und damit ebenso viele Keilwinkel (n — 3)-ter Ordnung. Diese 


Dimensionserniedrigung läßt sich fortsetzen, bis man zweidimensionale Wände — das 


sind Dreiecke — erhalten hat. Diese haben je (" Aa . nF >) —= (;) = 3 Keilwinkel erster 


Ordnung. Die eindimensionalen „Wände“ stellen die Kanten des Ausgangssimplexes 
dar und können gleichzeitig als ihre eigenen Winkel der Ordnung null angesehen werden. 
Das ist möglich, weil wir alle Stücke unseres Simplexes als meßbar annehmen. 
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Fragt man nach der Anzahl A® sämtlicher „Stücke‘‘ des Simplexes RA”, dann 


ergibt sich, da es (7) Simplexe RA" gibt, 


20) ee l)r 


r=0 





Die Bezeichnung eines jeden Stückes wird durch eine gewisse Kombination (n — 2)- 
ter Ordnung der Elemente 1,1’,2,2’,...,n,n’ vorgenommen: 

Zu dem in Rede stehenden Stück gibt es ein Untersimplex W, in dem jenes als Keil- 
winkel auftritt. Dieser Keilwinkel wird von zwei Wänden gebildet, deren Dimension gegen- 
über W um eins erniedrigt ist. Jeder dieser beiden Wände liegt in W je eine Ecke, etwa j 
bzw. k, gegenüber. Von den Elementen (1',2',3’,...,n’) werden nun genau dann die 
Elemente s’ durch s ersetzt, wenn s einen Eckpunkt 
von W darstellt, und sodann darüber hinaus j und k 4 
weggelassen. Diese n—2 Elemente, die das be- {we} 
treffende Stück so charakterisieren, wollen wir in 
einer geschweiften Klammer zusammenfassen. Es 5 
läßt sich leicht ausrechnen, daß es genau A ver- 
schiedene Möglichkeiten gibt. So bedeutet z.B. 23 
{1',2',3,4',6',7,9’} ein Stück eines achtdimensio- 
nalen Simplexes. Es erscheint als Keilwinkel in 
dem dreidimensionalen Simplex mit den Eckpunk- & 
ten 3,5, 7,8, und zwar wird dieser von den zwei- Abb. 1 
dimensionalen Wänden eingeschlossen, die dort 
den Ecken 5 bzw. 8 gegenüberliegen. Als weiteres Beispiel betrachte man für n=4 
Abb. 1. 

Es läßt sich R® auch nach dem Vorbilde Schläflis im elliptischen Falle als Aus- 
schnitt aus der (n — 1)-dimensionalen Oberfläche der n-dimensionalen Einheitskugel 
im euklidischen Raume ansehen. Die Wände sind die Schnittgebilde zwischen der Kugel- 
oberfläche und n euklidischen (n — 1)-dimensionalen Hyperebenen durch den Kugel- 
mittelpunkt. Als entsprechendes Modell für den hyperbolischen Fall kann man, Coolidge 
[4] folgend, einen Ausschnitt aus der Oberfläche einer n-dimensionalen Kugel mit dem 
Radius Y— 1 verwenden (s. u.). 

Zur Beschreibung eines solchen Simplexes — bis auf Kongruenztransformationen — 
genügt es, seine ( 2) Keilwinkel anzugeben. Dadurch ist die Lage der Wände zuein- 
ander eindeutig bestimmt. Aus gewissen Relationen zwischen diesen Keilwinkeln ist es 
umgekehrt möglich, festzustellen, welches Krümmungsmaß k, dem betreffenden Raume 
zuzuordnen ist, in dem sich das Simplex befindet. Dies wollen wir jedoch im fünften Ab- 
schnitt des dritten Kapitels ausführlicher untersuchen. 


Wir werden zunächst zeigen, wie sich ein Simplex in eine Summe von Orthoschemen 
zerlegen läßt. 


2. Zerlegung eines Simplexes in Orthoscheme. 


Am einfachsten läßt sich diese Zerlegung bewerkstelligen, indem von einer be- 
liebigen Ecke des Simplexes R® auf die gegenüberliegende Wand ein Lot gefällt wird. 
Von dem Fußpunkt dieses Lotes aus fälle man wieder Lote auf sämtliche n — 1 Wände 
dieser Wand und fahre so fort, bis schließlich von einem solchen Lotfußpunkt in einer 


3* 





% Böhm, Simplexinhalt in Räumen konstanter Krümmung beliebiger Dimension. 


zweidimensionalen Wand die Lote auf die drei Seiten dieses Dreiecks gefällt werden. 
Alle Fußpunkte verbinde man mit der Ausgangsecke dieser Konstruktion und den je- 
weiligen Ecken der betreffenden Wände und hat, wenn man die einzelnen so entstandenen 
(n — 1)-dimensionalen Gebilde betrachtet, die geforderte Zerlegung erreicht. 


3. Geometrische Eigenschaften eines Orthoschems. 


Verfolgt man obigen Zerlegungsprozeß rückwärts, so kann man durch wiederholte 
Orthogonalkonstruktionen ein Orthoschem aufbauen. Da ein (n — 1)-dimensionales 
Orthoschem S(” als ein spezielles Simplex gleicher Dimension angesehen werden kann, 
besitzt es n Ecken. Diese sind der Reihe nach von 1 bis n in der Weise zu numerieren, wie 
die Konstruktion der Orthogonalen vorgenommen wird: Zur Kante 1, 2 konstruiere man 
in 2 eine Senkrechte. Auf ihr liegt die Ecke 3. Zu 1, 2, 3 wird in 3 die Senkrechte kon- 
struiert; auf ihr liegt die Ecke 4, usw. Schließlich ist zu der Wand 1,2,3,...‚,n—1in 
n — 1 die Senkrechte zu konstruieren, auf der die Ecke n liegt. Auf Grund dieser Kon- 
struktionsvorschrift ist jedes Teilsimplex von S(® niederer Dimension ebenfalls ein Ortho- 
schem. Von den Keilwinkeln eines Orthoschems haben demzufolge alle bis auf n — 1 


Stück die Größe —. Darum kann ein Orthoschem bereits durch n — 1 Keilwinkel %; (in 


2 
genau definierter Reihenfolge) beschrieben werden: 
KV = Sa, &y . .,&n-})- 
Andererseits läßt sich dasselbe Orthoschem $®®" auch durch seine n— 1 Kanten 1, 2; 
2,3;...;n — A, n beschreiben oder, was dasselbe bedeutet, durch seinen Ecken. Darum 
wollen wir gelegentlich auch $(" angeben durch S® = S®(1,2,...,n) oder kürzer, 
wenn keine Verwechslungen möglich sind, durch $® = $ (1,2,...,n). Zur Bezeichnung 


der Stücke eines Orthoschems bedienen wir uns zweckmäßig der Coxeterschen Vier- 
zeiger-Symbole [6] Diese sollen jetzt kurz erklärt werden. Jeder Keilwinkel 


8... GBABAIE a 


mit 7 <k—41 ist ein rechter. Er stellt den Schnittwinkel zwischen den beiden Ortho- 


schemen 

S(1,2,..,7—1,5,j+4..,„k—A1,k+1,...,n) 

501,2,...5-Lj +1. „ALkk+l...n) 
dar. Von den in diesen enthaltenen Unterorthoschemen $(1, 2,...,r) bzw. S(r,r+1,...,n) 
werden zwei zueinander orthogonale Räume auf Grund der Rechtwinkelkonstruktion des 
Orthoschems erzeugt, die bereits die Rechtwinkligkeit des obigen Keilwinkels garantieren. 
Diese Betrachtung läßt sich natürlich auch auf Keilwinkel von Unterorthoschemen ohne 
weiteres übertragen. Als Ergebnis erhält man dann: Jeder Winkel r-ter Ordnung eines 
Orthoschems ist ein rechter, wenn zwischen den in seiner symbolischen Darstellung fehlen- 
den Zahlen j und k mindestens eine Zahl r ohne Strich (/ <r <k) steht. Damit sind 
zugleich alle rechten Winkel angegeben, die in einem Orthoschem vorkommen müssen. 
Infolge der besonderen Anordnung von rechten Winkeln in einem Orthoschem lassen sich 
seine Stücke durch einen Projektionsprozeß auf Elemente von Orthoschemen S“® zurück- 
führen [6]. Das soll im folgenden für den Winkel r-ter Ordnung 


9»={,2,..,h+0,..,G- N, +, U +d;--- 
(k— 2) (k—A),(k+1),...,.(g—1),8-.-.,n} 
(sf+tisj<ksg—isnn+i—g+2=jn 
durchgeführt werden. 


und 
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Man kann beliebige und beliebig viele der Elemente 1,2,...,f-—-A,g+1,...,nin® 
mit Strichen versehen und erhält dabei immer nur Symbole für Winkel der Größe ®. Schließ- 
lich ergibt sich ein Element eines S'”, nämlich 


={1,2,..,-Y, kl +N5,..,G 9, GV, +N,.. 
(kA, (k+N,(k+2),..,@—N,(g+N,.. „nm. 
(Dabei darf auch {+1 =1 oder g— 1 =n oder beides sein, so daß in diesen Fällen 
f oder g selbst gar nicht mehr auftreten.) 
Zum Beweise dieses Satzes überlegen wir uns zuerst die Richtigkeit von 


={1,2,..,h--1,h,k+1,..,F 1,4 +0,..,5 NY, +V,--- 
(k—A),(k+1),.., eg -N,gg+A,...,n} 
für I sh<f<j<k<sn. 

Wir wissen, daß die Kante S(h, f) senkrecht auf S(f, j,k,g,...,n) steht. Darum 
tritt der Winkel ®, der der Keilwinkel von S(1,2,...,f,j,k,g,...,n) zwischen den 
Hyperebenen j und % ist, in der Wand S(1,2,..,kh—A,h+A,...,‚f,j,k,g,.-..,n) 
noch einmal als Keilwinkel zwischen den Hyperebenen j und k auf. 

Diese Schlußweise läßt sich wiederholt anwenden, bis man schließlich das Ergebnis 


= 1,2, er ka 1), f; (f » 1)", “0 0-7, (j + 1)", er (k — 1)", 
(k+1),.., eV, gg +1,...,n} 
hat. 

Ganz analog läßt es sich bezüglich der Elemente g + 1,..., n durchführen. Damit 
ist die Behauptung bewiesen. 

Infolge der Möglichkeit dieser Reduktion lassen sich nun die Elemente des Ortho- 
schems ‚$(® durch Vierzeiger-Symbole darstellen, die mit der hier angegebenen Be- 
zeichnung der Simplexelemente für gewisse Unterorthoscheme $“" auf folgende Art zu- 
sammenhängen: 

Für 0 sf<j<k<g<sn+1 definieren wir 


(1, 2) {1', a > 1), h; (f + 1), A. u 1)' ( + 1)", 25 (k Ze 1)', 
(k + 1)', 2 “- 1)', 8; (g + 1)', er n'} . U, ]; k, 8]. 
Falls 1<Sf/<g<=o ist, liegt ein Winkel der Ordnung r =2 vor. Für 0 =f/<gsSn 
bzw.1 <sf<g=n+ 1 haben wir es mit einem Winkel der Ordnung r = 1, d. h. einem 
Dreieckswinkel zu tun. Schließlich stellt im Falle0O =f <g=n+ 1 unser Symbol eine 
Kante (Winkel nullter Ordnung) dar. Diese verbindet die Ecken j und k. Damit sind sämt- 


. \ ’ a a n ; 
liche Elemente eines Orthoschems erfaßt, die, allgemein zu reden, verschieden von 7 sowie 


untereinander verschieden sind. Für die Fälle n < 6 (vor allem für n =4) wird in der 
Literatur gern das zu diesem Vierzeiger-Symbol komplementäre bezüglich der Zahlen 
0,4,...,r + 1 benutzt und zum Unterschied mit einer runden Klammer versehen (vgl. 
[6] u. [21]; wenn Mißverständnisse ausgeschlossen sind, können die runden Klammern 
auch weggelassen werden): 
(1, 3) [f, j, k, g] = (0, > BBERNE © 02 FE 0 1, hit I,» et, 
k+1,...g—iI,g+til,..,n+1); (sf<j<k<gsnH+iN). 
Dieses besteht aus n— 2 Zahlen und ist deshalb für n < 6 einfacher als das Vierzeiger- 
Symbol, weil es in diesen Fällen aus weniger als vier Zahlen besteht (vgl. fürn =4 Abb. 
2a u. 2b [rechte Winkel sind durch einen Punkt gekennzeichnet]). Für die Unter- 
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Abb. 2a 





suchungen jedoch, die für jede Dimensionszahl n Gültigkeit behalten sollen, wird sich das 
Vierzeiger-Symbol immer als eine geschickt gewählte Bezeichnung erweisen. 
Der Zusammenhang mit dem Komplementwinkel soll gegeben sein durch 
(1, 4a) [kı, ky,kz, k,] = 7 — [ky, kı, ka, k;] = [kz, ky, kı, ka] = 3— [ka, Az, k,, kı] 
(O<k, <ks <k, <k,<Sn+ 1), 
bzw. für das entsprechende Klammersymbol (j1, ja, - - - /n-2) = [kı, ka, ka, k,] mit 
Ih <<: <ja-a und j,#k,(p=1,2,...,.n.—2; qg=1,2,3,4) durch 


T 


(1, 4b) (ji, I ... In-2) + (In-2, In-3 ..-. I» hı) a 


Es läßt sich die Anzahl der verschiedenen Elemente | # 3) eines Orthoschems an- 
geben zu (" $ ‘) ‚ da sämtliche Vierzeiger-Symbole [k,, ka, k3, ku], kı <k,<k, <k,, 
als Kombinationen vierter Ordnung aus den Zahlen 0, 1,...,n,n + 1 angesehen werden 
können und umgekehrt. 

Die n — 1 (wesentlichen) Keilwinkel (n — 2)-ter Ordnung eines Orthoschems wollen 
wir mit &, r=41,...,n —1, bezeichnen: 

(1,5) [0,13, 2, 3] = 0; [1,23,3,4]= a; ...; [n — 2, n—I,n,n+ 1] = a..ı- 
Wir dürfen uns auf Keilwinkel 0 <a, < _ beschränken, da Orthoscheme des elliptischen 
Falles, deren Keilwinkel nicht der obigen Einschränkung zu unterliegen brauchen, sich 
durch Lotkonstruktionen immer in solche mit Keilwinkeln innerhalb der oben geforderten 
Grenzen zerlegen lassen. 


Ferner setzen wir, um spätere Ausdrücke einfacher schreiben zu können, 


n 

< i& 7 K — —-&, für r ungerade| . we 

(1,6) ET N &r — 2 E an Shure Tan 
&r für r gerade 


(=, ran 


Infolge der Rechtwinkelkonstruktion bei einem Orthoschem hat die Kante [0, 1,n,n +1] 
als die längste Kante den Charakter einer Hypotenuse und der Kantenzug 


[0,41,2,n +1], [0,2,3,n + 1], [0,3,4,n +1],..., [(,n—A,n,n +1] 


wegen der jeweils von zwei benachbarten Kanten gebildeten rechten Winkel den Charakter 
eines Kathetenzuges. Die Ecken 1 und n, in denen der Kathetenzug beginnt bzw. endet 
und auf die Hypotenuse trifft, sind die Hauptecken des Orthoschems. Zu jedem Ortho- 
schem lassen sich zwei weitere Orthoscheme S—") und S{ =" finden, die man sich etwa 
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wie Hopf [12] auf (nr -- 1)-dimensionalen Auffangkugeln um die Hauptecken 1 bzw. n 
gelegen denken kann. (Der Kürze halber wollen auch wir im folgenden von Orthoschemen 
[evtl. sogar auch von Simplexen] auf Auffangkugeln sprechen und diesen hier beschrie- 
benen Sachverhalt verstehen). Die sämtlichen Elemente von SV bzw. SV sind 
identisch mit solchen von 5, nämlich [j,, j, 7, „]Jmiti<j, <a, <h; <h Sn+1 
für S®=V bzw. mitt O<j, <, <j,<j, Sn für SH". Als Keilwinkel hat S®-» die 
Elemente [j,7j+141,7j+2,7j+3J, 7=1,2,....n—2. Im Verhältnis zum Ausgangs- 
orthoschem $“” hat es folglich die gleichen Keilwinkel wie dieses bis auf den fehlenden 
[0,1,2,3] = a, (infolge der Dimensionserniedrigung). Die Kanten werden dargestellt 
von [1, ja, ja, a + 1]. Diese sind in S" genau die Winkel, die bei der Ecke 1 liegen. Genau 
entsprechend liegen die Verhältnisse bei S{} "?, wo gegenüber $” der Keilwinkel x„_, fehlt 
und die Kanten von den Winkeln [0, j3, j3, n] dargestellt werden, die in $(” bei der Ecke 
n zu finden sind. Wiederholt man weiter diese Konstruktion von Auffangkugeln um die 
neu entstandenen Orthoschem-Hauptecken, so erhält man SY7?, St? — SY7” und 
SY iv Schließlich ergeben sich die ursprünglichen Keilwinkel als Dreieckswinkel und 
nach dem letzten Schritt als Keilwinkel von eindimensionalen Orthoschemen $®, also 
als Kanten. Auf diese Weise ist es möglich, alle Elemente eines Orthoschems auch höherer 


als dritter Dimension der Anschauung zugänglich zu machen. 


4. Entartete Orthoscheme. 


Wir wollen die wichtigsten Entartungen betrachten. Im elliptischen Falle wollen 
wir per definitionem ein Orthoschem als ‚stark-orthogonal‘‘ bezeichnen, wenn es durch 


num ee ui, ne z gekennzeichnet ist (vgl. [21]). Nur die beiden Winkel x, 


und &„_, dürfen von — verschieden sein Diese beiden Keilwinkel spielen übrigens 


2 


eine besondere Rolle: Sie treten als einzige Keilwinkel zugleich als Dreieckswinkel 
{1',2’,...,(n—3)',n— 2} bzw. {3,4', ..,n'} 


auf. Jede Wand eines stark-orthogonalen Orthoschems — auch die Orthoscheme sowie 
deren Wände auf den Auffangkugeln — ist ein stark-orthogonales Orthoschem. Die 
kleinsten nichttrivialen Bauelemente eines stark-orthogonalen Orthoschems sind die 
doppelt-rechtwinkligen sphärischen Dreiecke. Wir werden später sehen, daß für ein 
stark-orthogonales Orthoschem jeder Dimension eine einfache allgemeine Inhaltsformel 
angegeben werden kann. 

Eine nicht so starke Entartung liegt beim „orthogonal-entarteten‘‘ Orthoschem 
vor. So wollen wir alle Orthoscheme nennen, bei denen mindestens ein Keilwinkel ein 
rechter ist. Auch diese Fälle lassen sich im Elliptischen realisieren. Hierbei treten infolge 
des Vorkommens einiger doppeltrechtwinkliger Dreiecke mehrmals Stücke derselben 
Größe auf. Diese Entartungen sind für die Inhaltsmessung von Bedeutung, da sich dabei 
die Inhalte auf solche geringerer Dimension zurückführen lassen. Auch in der später zu 
erklärenden Orthoschem-Kette tritt Dimensionsschwund ein, weshalb die Bezeichnung 
„Entartung‘ eine gewisse Berechtigung hat. 


Für das Orthoschem im hyperbolischen Raume kennt man als spezielle Entartung 
das asymptotische Orthoschem (vgl. [21], [19], [17]). Dies ist ein Orthoschem mit lauter 
Dreiecks-Nullwinkeln an einer der beiden Hauptecken, z. B. bei n. Dies läßt sich 
ermöglichen, wenn diese Hauptecke im Unendlichen liegt. Dadurch ist eine Bindung 
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der n—1 Keilwinkel gegeben. Diese lautet zunächst für den Parallelwinkel /7 der 
Seite [0),n—2,n—1,n-+ 1] (vgl. Abb. 3) 
(1,7) Z[0,n—2,n—1,n+1]=a,_.- 
u Der Parallelwinkel 7[0,n—2,n—A1,n+1] ist eine 
Funktion der Seite [0, n— 2, n—4,n-+ 1]; denn es gilt 
cos{IT[0,n—2,n—1,n +1]} 
=Tg[0,n—2,n—1,n+1] (vgl. [17)). 


- 
a 
-— 


er Diese kann wiederum als eine Funktion der n—1 Keil- 
Kee?” winkel des Orthoschems angegeben werden, da diese Keil- 
\ winkel das Orthoschem vollständig bestimmen. Ein asym- 


ptotisches Orthoschem ist also bereits durch die Angabe 
von n— 2 Keilwinkeln und der kritischen Hauptecke be- 
n.2 D,n-2,n-1,n.] n-1 stimmt. Man kann übrigens noch einen Schritt weiter 
gehen und ein doppelt-asymptotisches Orthoschem be- 
trachten. Hier liegen beide Hauptecken im Unendlichen. 
In bezug auf weitere Orthoschem-Ecken läßt sich keine Asymptotik erreichen, da 
dabei der Orthoschem-Charakter verloren gehen würde. 

Der einfach asymptotische Fall ist des- 
halb von Interesse, weil bei ihm die Anzahl 3 
der unabhängigen Veränderlichen (hier: Keil- f Ih 
winkel) gegenüber dem nicht-asymptotischen / | 
Falle um eins erniedrigt ist. Ferner kann 
durch Addition (bzw. Subtraktion) n asym- 
ptotischer Orthoscheme jedes beliebige (n — 1)- 
dimensionale Orthoschem im hyperbolischen 
Falle zusammengesetzt werden (vgl. [22]): Im 
Orthoschem $(1,2,..., rn) verlängere man die 
Kante [0, n—-4, n, n + 1] über n hinaus bis 
ins Unendliche; dort liegt die Hauptecke aller 
bei dieser Zerlegung in Frage kommenden 
asymptotischen Orthoscheme. Wir wollen sie 
mit (n— 4)’ bezeiehnen. Dann verlängere 
man alle Kanten [0, k, n, n + 1] über n hinaus 
(k=1,2,...,n —2) und fälle auf diese Ver- 
längerungen von (r— 1)’ aus die Lote. Das gibt 
die entsprechenden Fußpunkte X’. Schließlich Abb. 4 
verbinden wir noch den Fernpunkt (n — 1)’ 
mit allen übrigen Ecken k =1,2,...,n —2. Jetzt läßt sich zeigen, daß das Orthoschem 
Sm — $(1,2,...,n) aus den asymptotischen Orthoschemen 





Abb. 3 











Ay Ar A(l, 2, 3, .. „k, k', (k+ 1),....(n—1)') (k =1,2,...,n—1) 


und Ay? = A(n,1',2',3',...,(n—2)',(n—1)') zusammengesetzt werden kann (vgl. für 
n —=4 Abb. 4). Es gilt nämlich 


n—1 
(1,8) sw B-ytrrap. 
k=0 








Tr 
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5. Gauß’ Grundrelationen für höhere Dimensionen. 


Für n = 3 hat Gauß [9] die bemerkenswerte Beziehung (1, 11) (s. u.) zwischen den 
fünf Elementen eines rechtwinkligen sphärischen Dreiecks angegeben, die bei der Unter- 
suchung des Pentagramma Mirificum aufgetreten ist. Die Elemente eines solchen zwei- 
dimensionalen Orthoschems S$“ sind 


(1,9) [1234] = V,, [2340] = 5 — [0234] = V,, [3401] = [0134] = V,, 


T 


[4012] = er [0324] =V, und [0123] =V,. 
Für 
(1, 10) tg? V, =1t, 
gilt die Gaußsche Grundrelation 
(1, 11) y =b_elu:e — 1 (kmod5, O<ksA), 


mit der sich auch ein gruppentheoretischer Zusammenhang zwischen den fünf Dreiecken 
des Pentagramma Mirificum begründen läßt: Dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck 
S, = S® mit den Elementen V; (j=0,...,4) kann man die wohlbestimmte Folge 
{ty £ı, £a, fa, 24} zuordnen. Durch zyklische Permutation der Indizes lassen sich daraus 
vier weitere Folgen gewinnen, für deren Elemente ebenfalls (1, 11) gilt und denen je ein 
rechtwinkliges sphärisches Dreieck S,,...,S, entspricht. S,, Sj,-..,S, sind die fünf 
Dreiecke eines Pentagramma Mirificum, und wir können aus {t,, t, fa, fa, 24} — S, die 
anderen Dreiecke 5, (s =1,...,4) erzeugen, indem wir auf die Folge {ty, £ı, £a, fa, La} 
die s-te Potenz der Permutation (01234) anwenden. 

Jedes Orthoschem S®, n > 3, kann man sich aus rechtwinkligen Dreiecken zu- 
sammengesetzt denken. Für ein jedes derartige Dreieck gilt die Gaußsche Grundrelation 
(1, 11) — auch im Hyperbolischen (Neper-Engelsche Regel [17], [18]). Die fünf Elemente 
eines solchen Dreiecks lassen sich immer in der Form [j,, , ja,» Jz,, J»,] darstellen, wobei 
(Jr, 3 Tkyr Te» Ja) Kombinationen vierter Ordnung aus fünf Zahlen j, (k =1,2,...,5) der 
Menge {0,1,2,..,r +1}, ı Sj, << <Iu, SI; bedeuten. Hieraus erkennt 
man auch, daß man jedem Dreieck als Teil eines Orthoschems, entsprechend dem Vier- 
zeiger-Symbol für die Orthoschem-Elemente, ein Fünfzeiger-Symbol [jı, ja Ja Ja Js] 
zuordnen kann, nämlich genau die fünf Zahlen, aus denen sich als Kombinationen zur 
vierten Ordnung die fünf Dreieckselemente zusammensetzen. 


Untersucht man umgekehrt die Relationen 
(1, 12) t, =h_; Fe 1 k mod N, 


unabhängig vom geometrischen Hintergrund, dann ergibt sich als notwendig und hin- 
reichend für die Lösungsexistenz N = 5s und bei geeigneter Anordnung der tx stets ] = 2s; 
das heißt: Das obige System zerfällt in s Ketten von je fünf zusammenhängenden Rela- 
tionen zwischen fünf Größen tx, und diese bedeuten geometrisch gerade die Tangenten- 
quadrate der fünf Elemente eines rechtwinkligen Dreiecks als Teilgebilde eines Ortho- 
schems (evtl. auch eines Orthoschems auf einer Auffangkugel). Da ein jedes Element 
eines Orthoschems S(® in mehreren Dreiecken vorkommt, nämlich genau (n — 2)! mal, 
so kann man bei geeigneter Durchnumerierung der (" z *) (n — 2)! Dreieckselemente 


eines Orthoschems stets die Gaußsche Relation auch für n > 3 in der Formel 


1,12) Lebt —t, kmodds- (" Fi (n — 2)! 
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wiederfinden [3]. Um den Beweis hierfür zu skizzieren, betrachten wir das System von 
N .Gleichungen 
(1, 12b) ı =bjtu; 1 (k=1,2,..,N; 1sjsN, N>4t #0) 

und fragen danach, welche Werte N und j annehmen dürfen, damit dieses System für 
k mod N gilt. Ersetzt man in der Glei hung (1, 12b) für ein festes k die rechts stehenden 
Größen t;_; und t,,; nach den entsprechenden Gleichungen von (1, 12b) durch t;, tx_s; 
und t;;s; und vergleicht nach Division durch t,; mit der Gleichung für t,_; des Systems, 
dann folgt tx42; = tx-3j. Daraus ergibt sich 5j = 0(N) und damit N=5s und = (Is). 
Es läßt sich bei entsprechender Anordnung immer j = 2s erreichen. Für solche Werte 
N und j lassen sich umgekehrt wegen der Gültigkeit der Gaußschen Grundrelationen 
stets s Ketten zu je fünf Größen t, angeben. 


II. Folgerungen für den Simplexinhalt, 
die aus Schläflis Differentialformel gezogen werden können. 


1. Sehläflis Formel und ihre Gültigkeit im Hyperbolischen. 


Das Problem der Inhaltsbestimmung eines Simplexes AR" in einem Raume kon- 
stanter Krümmung beliebiger Dimension n — 1 (> 0) ist zuerst von Schläfli [24] unter- 
sucht worden. Dieser beschränkt sich allerdings auf einen Raum konstanter positiver 
Krümmung (k, = 1), der in einen euklidischen eingebettet ist, und leitet schließlich für 
das Simplexdifferential dR'” eine wichtige Aussage ab, die wir die Schläflische Differen- 
tialformel nennen wollen. In Schläflis Fällen war R® > 0 der unorientierte Inhalt des Sim- 
plexes AR”. Wir wollen unter R® neben der Bezeichnung für das Simplex die Funktion 
der Keilwinkel verstehen, die im elliptischen Falle dessen Inhalt > 0 angibt. 

Wir bezeichnen die Keilwinkel des Simplexes mit «3, &s3,- ++, &,_1,n; %, ist der 
Schnittwinkel der zwei (n — 2)-dimensionalen nichteuklidischen Hyperebenen j und k. 
Der Durchschnitt dieser beiden Hyperebenen bildet wieder ein Simplex RY-?, das „zu 
&;x gehört“. Nach Schläfli gilt nun für n >23 

(2, 4) dR® = en ZRE "da, (RD & 4), 

(,‚k=1,2,..,n; j<k). 
Man kann die Gültigkeit dieser Formel noch auf n = 2 ausdehnen, wenn man den Inhalt 





einer n-sphärischen Pyramide P® — 4 R'® betrachtet und auf diese Weise den Faktor 


n — 2 im Nenner von (2, 1) kompensiert. Eine n-sphärische Pyramide ist ein Ausschnitt 
aus der euklidischen n-dimensionalen Hyperkugel mit RA als Basis und dem Hyperkugel- 
mittelpunkt als Spitze. Den Inhalt von P“® hat man dann als eins zu definieren. 

Schläflis zwar geschickten, aber elementaren Beweisen ([24], [25]) für diese Formel 
ist durch H. Kneser [14] ein bemerkenswerter neuer Beweis hinzugefügt worden, aus dem 
hervorgeht, daß die Schläflische Differentialformel bei geeigneter Interpretation des 
Simplex-Inhaltes auch ihre Richtigkeit in Räumen konstanter negativer Krümmung 
beliebiger Dimension behält. G. Sforza [27] hat diese Zusammenhänge bereits 1907 ent- 
deckt und den Faktor, mit dem die Größe dR® der Schläflischen Differentialformel zu 
multiplizieren ist, um diese auf das Hyperbolische zu übertragen, zu 

2 f im elliptischen Falle 


2,2 K=k! = 
(2, 2) A i!-" im hyperbolischen Falle 


(K„: Gauß-Kroneckersches Krümmungsmaß, k, = + 1) 
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bestimmt. Wir lösen uns dagegen von der Vorstellung der Positivität der Inhaltsfunktion 
im hyperbolischen Falle und arbeiten dort mit einem Simplexinhalt AR”, der mit Vv—1) te 
multipliziert erscheint. Dieses geschieht etwa in Anlehnung an Coolidges Vorstellung [4], 
daß jenes Simplex auf der (n — 1)-dimensionalen Oberfläche einer Hyperkugel mit dem 
Radius Y— 1 gelegen ist und sich der Inhalt infolgedessen mit der (n — 1)-ten Potenz 
des Radius multipliziert. Einen Inhalt > 0 erhalten wir somit durch X, R®. Bei dieser 
Auffassung gilt die Schläflische Differentialformel auch für den hyperbolischen Fall. 

Für unsere Zwecke genügt es wegen der Zerlegungsmöglichkeit eines Simplexes in 
Orthoscheme, die Schläflische Differentialformel für den Inhalt eines Orthoschems 5” 


anzugeben. Seien &,j=1,...,n —1 die Keilwinkel des Orthoschems und Sf"? die zu 
&; gehörigen Unterorthoscheme, so gilt für n 23 
n—1 
(2, 1a) ds") == ar ZS"""da,. 


j-1 
Für den euklidischen Fall ergibt die Schläflische Formel den Inhalt null. Man kann sich 
hierbei etwa ein entartetes Orthoschem auf der Oberfläche einer Hyperkugel vom Radius 1 


oder y—-1 mit verschwindenden Kanten (also einen Punkt) vorstellen. 


2. Der Elementarkeil als Hilfsmittel zum Beweise der Differentialformel 
und zur Integration derselben für niedrige Dimensionszahlen. 


Als weiteren geometrischen Beweis der Schläflischen Differentialformel für kleine 
Dimensionszahlen sowohl für die elliptische wie für die hyperbolische Geometrie wollen 
wir das Anlegen von Elementarkeilen nach dem Vorbilde von Gauß [10] durchführen. 

An die Wand $(2,3,4,...,n) des 
Orthoschems legen wir auf folgende Art 
eine „dünne Platte‘. Wir verlängern die 
Kante S(1, 2) = a, um da, bis 2’ über 2 
hinaus. Mit dieser neuen Kante $(1, 2’) 
konstruieren wir ein neues Orthoschem 
$(1,2’,3’,...,n'), das dieselben Keilwin- 
kel wie das betrachtete hat bis auf den 
Winkel «,, der zu &, + d«, wird (vgl. für 
n =4 Abb. 5). Diese „Platte“ 

Een 
wollen wir, indem wir eine Bezeichnung 
von Gauß auf höhere Dimensionen übertragen, Elementarkeil nennen. Dieser Elemen- 
tarkeil hat den Inhalt dS®, der sich nach der Schläflischen Differentialformel als 
on Sr —9dx, ergeben wird (die Größe S(*-®2 ist nach Multiplikation mit K„_s 
nicht negativ), da nur «, sich geändert hat. Für das Linienelement gilt, wenn wir 
— mite= +%ks,d.h.e= + 1 im elliptischen Falle und e = + i im hyperbolischen — 
rechtwinklige krummlinige Koordinaten ex,, &X3, . . -, &2n-, in Richtung des Kathetenzuges 


S(1,2) = ea, S(2,3) = ea,...,S(n—A,n) = ea,_, 








Abb. 5 





einführen, 
(2,3) e2(ds)? = (dx„_,)? + cos? ex„_ı(dxn_2)? + c08? ex„_,* 008? ex„_s(dxn_3)? +*** 
+ cos? ex„_, C08? EXu_g :  - C08? ex, 008? er, (dx,)?. 
4* 
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Es gilt dann mit 





_ tg, _ tgei-ı tg &a;4ı _ tg Elyrı ,:_ 
(2, 4) tg an = sin &%n_8 SINE,’ Sinea, sinez, Al SUFRET. Saar 
und 
(2,5) da, = eadz, N + O((dz,)?) 
die Formel (nach Division durch *) 
n 
an-1 an—-2 a, 
(2,6) K,-ds" = e*dz, [ da,_,cos""?ex,_, [ dx,_,cos""ex,_,‘*- [ dx; cos ex; 
0 %n-2 ur 


(Ku = Ku: 8"; Ku: 59 > 0). 


Mit dieser Formel wird gleichzeitig unsere Behauptung der Übertragbarkeit der Schläfli- 
schen Differentialformel ins Hyperbolische begründet. T —= $@2 erscheint hier als 
eine Funktion von e = TOO die für alle komplexen Werte erklärt ist und zwar ein- 
deutig. Wir können darum von e=1 bis e = i die Inhaltsfunktion von jedem beliebigen 


5-2 (also auch von S(®”) und damit auch die Schläflische Differentialformel fortsetzen. 


Die Integration von (2,6) läßt sich für die einfachsten Fällen =3 unddn=4 
schnell durchführen und ergibt S"*—®2 als elementare Funktion. Für n = 5 (vgl. [3]) wird 
die Rechnung schon so kompliziert, daß für n >5 keine übersichtlichen expliziten Er- 
gebnisse zu erwarten sind. Man ersieht daraus die große Leistung Schläflis, durch die 
Angabe seiner vergleichsweise einfachen Differentialformel alle Integrationen bis auf 
eine — allerdings die schwierigste — getätigt zu haben. 





Formal können wir d$(® integrieren und so — vom funktionentheoretischen Stand- 
punkte aus — alle Funktionen S(®” der Untersuchung zugänglich machen. Wir erhalten 


4 “4 
a | Sen) du, 


wobei S{*—2 als Unterorthoschem von 5" zum Keilwinkel «, gehört und als Funktion 
dieses Winkels aufzufassen ist. $(*-® hängt natürlich noch von den anderen Keilwinkeln 
von S", &,..., &-1, ab, die wir uns jedoch hier konstant vorzustellen haben, so daß 
wir derartig integrieren dürfen. Die untere Integrationsgrenze « ist der Winkel an der 
Stelle &,, der S" zu null entarten läßt: S"(«#, &,,...,&,_, =0) (dagegen ist 


Kn:S la, a9. . ., &n_1) > 0 





(2, 7) sm = 


für « zwischen «* und «,). Für den Spezialfall n = 4 findet man bereits bei Coxeter [5] 
das entsprechende Integral. R. Hoppe [13] gibt das Integral S(® in der Gestalt 
# 
Bi tg? p’ ty _ 
(2,72) W= 7 f o'öy' mit der Nebenbedingung Wasind gi 1 
ö 


an (vgl. auch Coxeter [7]), das sich in unserer Schreibweise als 





aı . Fr ie 
(2,7) SW — + f SE (x) da; mit tg? 5 (a4) tg! x) = — 008? — sin?«, sin? x; 


cos? a, cos? a, 


7 
r7 —[1235] 














m (5% . 
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darstellen läßt und ebenfalls der Spezialfall n = 4 unserer Formel (2, 7) ist. Die Integra- 
tionsvariable «|, die geometrisch die Bedeutung eines Keilwinkels hat, variiert vom eukli- 
dischen (punktförmigen) Grenzfall mit &; = >— [1235] bis zur geforderten Größe in 
SW, also & = a,. Sa‘) ist die zum Keilwinkel «/ gehörige Kante (ve Abb.5; X 123 3) 
Über Schläflis Ergebnisse ist aber auch Hoppe nicht wesentlich hinausgekommen. 
Wir wollen uns darum anderen Methoden zuwenden. 


3. Über den Orthoschem-Inhalt S®, 


Für die einfachen Fälle n=2 und n=3 sind die Ergebnisse für den Inhalt 5” 
wohlbekannt und von Schläfli selbst die Integrale seiner Differentialformel im Ellip- 
tischen angegeben worden, die sich ja auf das Hyperbolische ohne weiteres übertragen 
lassen. Coxeter [5] hat für n = 4 unter Benutzung der entsprechenden Ergebnisse Loba- 
tschefskijs [19] und Schläflis [25] für das Hyperbolische die Integration im Elliptischen 
sowie im Hyperbolischen durchgeführt. 

Wir werden erkennen, daß man zwischen geraden und ungeraden Zahlen rn bei der 
Untersuchung von S“® unterscheiden muß und daß es genügt, die Untersuchung für gerade 
n = 2m durchzuführen, weil sich die Inhalte von S@”+D auf solche von S@" (r < m) 
zurückführen lassen. 


a)n =2m-+l. 

Bereits für Simplexe gilt der eben genannte Sachverhalt. Um eine möglichst ein- 
fache explizite Formel zu erhalten, ist es angebracht, sich der Schläflischen Funktion 
f” (n=0,1,2,3,...) zu bedienen [24], um unnötige Faktoren zu vermeiden. Gegen- 


über Schläfli verallgemeinern wir sie, so daß sie auch für hyperbolische Fälle anwendbar 
bleibt. f” sei stets dem Inhalt des Simplexes R® proportional. Der Faktor ist so zu be- 
5 sind. Das bedeutet, daß f” für 


n-1l 
n=2,3,4,... das . 7(5) -fache des Simplexinhalts R® ist. Für n=0 und 


stimmen, daß f” =4 ist, wenn alle Keilwinkel 





n 
n =1 definieren wir f{” = 1. Zur genaueren Charakterisierung von f(” werden wir, wenn 
nötig, die Eckpunkte des entsprechenden A —= R®(1,2,...,n) oder die Keilwinkel 
&;, desselben als Argumente angeben, also f” = f(1,2,...,n)=f ((«,,)). Die Schläf- 
lische Differentialformel geht dann über in 
(2, ib) d9= 2, 29 df(a,,) (n=2,3,...), 


(i,k=1,..,n;i< nr 





wobei 
I-2,7 I) 
a) ME — RER (nei) 
7 2 
(2,9) Man) = (20). 


Dabei entsprechen jedem f® insgesamt (4) Keilwinkel, die wir in einem Dreiecksschema 
schreiben wollen: 
&ıa a » + - Ca 


(2, 10) (&;.) 2 gg ++ Ayg 
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Wir betrachten jetzt weiterhin den elliptischen Fall. F@”-2® go]] die Summe aller Schläf- 
lischen Funktionen f”+ darstellen, für die von den — fixiert gedachten — Keilwinkeln 
7 
2 
(Spalte im Dreiecksschema (&,;)) sowie andererseits r = h und s beliebig (Zeile im Drei- 
ecksschema («,,)) sind für A = j1, 3» - - +, jas+1- Diese j, sind eine Kombination (2s + 1)- 
ter Ordnung aus den Elementen 1,2,...,2m +4. Die zugehörigen Simplexe mit den- 
selben Winkeleigenschaften bezeichnen wir nach Schläfli auf Grund geometrischer Eigen- 
schaften als ortho-pyramidal. Ein ortho-pyramidales Orthoschem ist folglich immer ein 
orthogonal-entartetes und umgekehrt. Man kann die Größe 2?°+T. p@m-29 a]s die 
Summe der Schläflischen Funktionen gewisser Zweiecke auf der 2m-dimensionalen Ein- 
heitshyperkugel-Oberfläche verstehen. Diese Zweiecke werden auf der Hyperkugel durch 
jeweils 2m — 2s. derjenigen Hyperebenen begrenzt, die sich unter den obengenannten 
Keilwinkeln «&,, schneiden (Zweiecke (2m — 2s)-ter Ordnung). Wir können sie in 22s+1 
jeweils inhaltsgleiche ortho-pyramidale Simplexe zerlegen mit rechten Winkeln an genau 
den oben beschriebenen Stellen. 


Nach Schläfli [24] gilt nun im Elliptischen für die Schläflische Funktion f® eines 
ortho-pyramidalen Simplexes mit dem Keilwinkel-Dreiecksschema 


a. (,k=1,2,...,2m; j<k) jeweils «, = ist, wenn einerseits s = h und r beliebig 


T 














Ko Ks &,r-ı3 9 %,r+19 ... %,g 
7T 
Ray. pr -1) 9’ %,r+10 en. gg 
Tt 
%,-2,r-19 DE %,_2,7+191°* %,_2,q 
(2, 11a) . 
2.2 %,_1,r+19 ee... %,_1,g 
7 TT 
= ei 
%,+1,q 
%-1,9 
die Beziehung f® = f?-V mit den Keilwinkeln für fe»: 
[e12 &s''" &r-ı &,r+1 . ir | 
U’ r-ı Kp,r+1 j a. 77 
& &, . ... &, 
r-2,r-1 r-2,r+1 r-2,q9 
(2, 11b) e 
%,-1,r+1 r-Lg 
%r+1,r+2 Kr+1,q 
Br 


Es läßt sich nun ein Zweieck (2m — 2s)-ter Ordnung auf der Oberfläche der 2m- 
dimensionalen Einheitshyperkugel durch schrittweise Unterteilung vermittels 2s +1 





‚la 2 m 8 [9 "Mi 


er 


az AaO03D3 A u ke A 


es 
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Hyperebenen, die zu allen bereits vorhandenen orthogonal sind, in 22*+! inhaltsgleiche 
Simplexe zerlegen. Die Schläflische Funktion des fraglichen Zweiecks ist 2°**!. j2m20) 
und die der Summe aller möglichen Zweiecke (2m — 2s)-ter Ordnung ist genau 
22°+1. p@m20), Es muß FO —=1 sein, da es die Schläflische Funktion eines Simplexes 
auf der 2m-dimensionalen Hyperkugel-Oberfläche darstellt, dessen Keilwinkel sämtlich 
5 sind. 

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann für alle f?"+D, m >14, die Schläflische Re- 
duktionsformel 

(2, 12) fem+» = 5(— Ayd,Fem-2n, 


j=0 


Die Koeffizienten 5b, hängen mit den Bernoullischen Zahlen B,, durch die Formel 


(2, 13) BR Y WÄR 12 Sri. ig 
’ j +1 2j+2 
zusammen, die ihrerseits durch 
(2, 14) Eu Di Eau (z|<x) 
y 2 Be. 2: (2%)1 


erklärt sind. Den Beweis hierzu führte Schläfli durch vollständige Induktion [24] oder 
in einer späteren Arbeit durch Koeffizientenvergleich geeignet gewählter Potenzreihen 
[26]. Unter Berücksichtigung kombinatorischer Gesichtspunkte läßt sich dieser Beweis 
etwas besser verstehen. Dies wollen wir hier aber nicht bis ins einzelne ausführen, da man 
es sich leicht selbst überlegen kann. Uns veranlaßt vielmehr ein anderer Grund, diese 
Formel noch einmal zu beleuchten: 


Im Jahre 1905 hat Poincar& in seiner Arbeit über die Verallgemeinerung der Inhalts- 
messung beim sphärischen Dreieck auf die Inhaltsmessung bei hypersphärischen Sim- 
plexen [23] wesentliche Beiträge zu diesem Gegenstande geliefert. Hopf [12] hat die 
Poincar6schen Ergebnisse ohne wesentliche Änderung auf die Inhaltsmessung von Sim- 
plexen in Räumen konstanter negativer Krümmung übertragen können. Das für unsere 
Zwecke wichtigste Ergebnis dieser beiden Arbeiten ist eine Aussage über die, wie Hopf 
es nennt, verallgemeinerten Winkelsummen w eines Simplexes A”, die im wesentlichen 
nichts anderes sind als Linearkombinationen von Simplexinhalten in Räumen der Dimen- 
sionen j (j =0,1,2,....n—2) desselben konstanten Krümmungsmaßes k,. Ohne 
Kenntnis der Schläflischen Reduktionsformel für ungerade Simplexinhalte wurde hier 
eine anders gestaltete Reduktionsformel aufgestellt. Es erhebt sich die Frage, ob beide 
Formeln sich ohne weiteres aufeinander zurückführen lassen oder ob sich durch sie eine 
neue Funktionalgleichung für gerade Schläflische Funktionen ergibt. Das Folgende wird 
uns die Antwort geben. 

Zur Definition der verallgemeinerten Winkelsumme betrachten wir zunächst die 
Winkel des Simplexes R® = R (1,2,...,n). Die (s— 1)-dimensionalen Randsimplexe wol- 


len wir AR" nennen (1 sssnisjs 5))- Das (n — 2)-dimensionale Simplex A/""” 


enthält die Ecke j nicht und liegt in der Hyperebene j. Als Maß für den „s-fachen Winkel“ 
A”, der von den s sich in R{"" schneidenden (n — 2)-dimensionalen Randsimplexen 
, A gebildet wird und A/*"” als „Scheitel“ besitzt, definieren wir die 
Größe 2*"*/(%. Diese kann wiederum als Schläflische Funktion des von AY” erzeugten Zwei- 
ecks s-ter Ordnung aufgefaßt werden, wenn 1 <s<n ist. Als Summe », aller Winkel 
2A (für festes s) erhalten wir v, = 2""**1F®. 
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Durch Abzählung der Gebiete R, und nachfolgende Addition der erhaltenen Rela- 
tionen erhält man eine erzeugende Funktion für die v,, woraus man eine Rekursionsformel 
für v„ gewinnen kann, wie bei Poincar& nachzulesen ist: 


(2, 45) On A 1° 2,. 


g=0 
Folglich erhalten wir für n =2m + 1 die Poincar6sche Reduktionsformel 


2m 
(2, 16) Gm = 3 (— 1)! -v,. 
q=0 
Hopf [12] nennt 
4 n—1 
(2, 17) ar & (—1)"-v, 
q=0 


die „verallgemeinerte Winkelsumme‘‘ w und kann mit nn „= W-1-1(9=0,1,...,n—1) 


die Poincar6sche Reduktionsformel in der Gestalt 


2m 
(2, 16a) w= 3(—1)-w, 
q=0 
schreiben. 


Wir führen jetzt an Stelle der v, die Schläflischen Funktionen ein. Dann erhält, 
wenn wir die Reihenfolge der Summanden umkehren, die Formel (2, 16) die Gestalt 


(2, 18) Zfem+n ABEL qyr+1 .yr. Fem+1-r) 
r=1 
wegen 


(2, 19) 4 0, = 22rti-k. ph (kk=(, as 2m), 2.00. =2-. Pet, 


2m+1 
Es ist speziell F9 = f" = 1, F® — 51=2m +1. Das Ergebnis von Poincar& lautet 
1 


dann für das Elliptische: 
Die verallgemeinerte Winkelsumme (2, 17) ist im Fallen =2m +1 (m =1,2,...) 
wegen (2,49) dem Inhalt des Simplexes R® proportional: 
10 
(2, 20) ww — 


n? 

In (2, 18) lassen sich die ungeraden Summen F®@”+1-" auf Grund der oben angegebenen 
Rekursionsformel stets durch solche von niederer Ordnung darstellen, so daß schließlich 
f“”+D nur durch Schläflische Funktionen gerader Ordnung f?" 29 (s=0,...,m) als 
Summanden ausgedrückt werden kann. Es stellt sich heraus, daß wir durch diese Re- 
duktionen mit nachfolgender entsprechender Zusammenfassung genau die Schläflische 
Reduktionsformel (2, 12) erhalten. Der Beweis wird wieder am besten durch vollständige 
Induktion geführt. 

Die Rechnung hat somit ergeben, daß hier sowohl Schläfli als auch Poincar& die- 
selbe Aussage gefunden haben, die sich lediglich in der Anordnung ihrer Summanden 
unterscheidet. Die Reduktionsformel Schläflis (2, 12), ist nach fallenden Schläflischen 
Funktionen gerader Dimensionszahl geordnet und so für die praktische Rechnung gut 
zu gebrauchen. Poincar& hat seine Reduktionsformel (2, 16), die er selbst in rekursiver 
Form angibt und die so für die praktische Rechnung wesentlich umständlicher zu hand- 
haben ist, die sich aber noch auf die Schläflische Form (2, 12) umschreiben läßt, nach 
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ela- 
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et 
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fallenden k-fachen Winkeln geordnet, die man nach Hopf [12] als Teile von normierten 
Oberflächenstücken (n — 1)-dimensionaler Auffangkugeln um Punkte auf Simplexwänden 
von der Dimension n — k wie Ecken (k = n), Seiten (k =n — 1), Dreiecken (k =n — 2), 
Tetraedern (k =n — 3), usw. deuten kann. 


Aus der Formel von Poincare ergibt sich für n = 2m sofort 


2m-1 2m-1 
(2, 21) tm = Z(— 1)'v, + m, d.h. Z(— 1)v,=0. 
q=0 q=0 
n-i 


Setzen wir hier gemäß (2, 17) wieder 2"-w= # 3 (— 1)’v,, dann lautet für n = 2m 
die Behauptung dis 
(2, 22) w—(. 


Diese letzte Beziehung stellt aber keine neue Funktionalgleichung zwischen den Schläf- 
lischen Funktionen bis zur (2m — 1)-ten Ordnung dar. Denn ersetzen wir in (2, 22) alle 
Schläflischen Funktionen ungerader Ordnung wieder nach der Schläflischen Reduktions- 
formel durch diejenigen gerader Ordnung, dann heben sich alle Summanden F@” gleicher 
Ordnung jeweils heraus, die Summe verschwindet identisch in F®? (r =0,1,...,m--14). 

Dasselbe Ergebnis von Schläfli bzw. Poincar& ist auch für Simplexe im hyperbo- 
lischen Falle richtig. Die analytische Fortsetzung der Poincar6schen Reduktionsformel 
(2, 16) von k, = 1 nach k, = — 1 hat Hopf [12] untersucht: Diese ist möglich, weil die 
verallgemeinerte Winkelsumme sowie R® eindeutig analytisch von k, abhängen. Es gilt 
darum in beiden Fällen 


r B- -) > 0 im elliptischen Falle 
(2,23) w=— — — . R@”+D mit w! > Oim hyperbolischen Falle für m =2r 


2m+1 
=Y < 0 im hyp. Falle fürm =2r +1. 





Die Schläflische Reduktionsformel (2, 12) bleibt im Hyperbolischen richtig, weil dort 
die Schläflische Differentialformel ihre Gültigkeit behält. Die letztere werden wir auf 
Grund unserer Untersuchungen — zunächst im elliptischen Falle — stets so zusammen- 
fassen können, daß wir nach Integration (2, 12) erhalten. Dieselbe Integration läßt sich 
auch im hyperbolischen Falle ausführen und gibt dasselbe Ergebnis. Zu beachten ist ledig- 
lich für beide Formeln, daß die Größen F@”-2® ursprünglich aus Funktionen f?”+» 
entstanden sind und darum wegen K,,,;.:f*”*? >0 auch gelten muß 


(2, 24) Kan. Fr29 >20. 


Ein Vergleich der Rekursionsformeln von Schläfli und Poincare läßt erkennen, daß 
sich Poincare durch seinen Kunstgriff (Aufstellen einer Funktionalgleichung für die er- 
zeugende Funktion der v,) eine wesentlich glattere Aussage erkauft, wohingegen Schläfli 
eine etwas schwerer verständliche und interpretierbare allgemeine Formel gefunden hat. 
Letztere hat aber dafür den Vorteil, daß sie tatsächlich explizit R®”*+» als Funktion 
von R®" für r <m angibt. Folglich erscheinen beide Gestalten der Reduktionsformel 
von Interesse, da man sie beide braucht, je nachdem, was für eine Absicht verfolgt wird, 
sei es, allgemeinere Untersuchungen durch einen knappen Beweis zu führen, oder sei es, 
um praktische Rechnungen zu unternehmen. 

Selbstverständlich gilt auch dasselbe Ergebnis für Orthoscheme, die ja einen Sonder- 
fall eines Simplexes darstellen. Allerdings gelingt es hier, die obige Formel noch ein wenig 
zu vereinfachen. Es ist nach dem oben Gesagten immer möglich, die Schläflische Funktion 


f” für ein Orthoschem mit den Keilwinkeln «; (j=1,...,r—1) durch das Produkt 
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zweier niederer Schläflischer Funktionen f®, f"-!-9 auszudrücken, wenn der Keilwinkel 


= 5 ist. Den Beweis liefert der entsprechende obige Satz über ortho-pyramidale 


Simplexe (2, 11a, b), auf Orthoscheme übertragen. 

In der Schläflischen Reduktionsformel treten die Summen F®”-?*) auf, die jetzt 
im Spezialfalle der Orthoscheme sich auf orthogonal-entartete beziehen und infolge der 
obigen Bemerkung weiter reduziert werden können. Sollten dabei Schläflische Funktionen 
fe mit ungeradem s auftreten, dann können wir weiter reduzieren. Schließlich erhalten 
wir die Formel 

(2m+1) _ er (7) p2m-2;j). 

(2, 12a) S 2 Far F s 
dabei ist F@”-29 jm Elliptischen die Summe von Schläflischen Funktionen derjenigen 
Orthoscheme, die die zu dem Orthoschem S@”+D gehörigen Zweiecke (2m — 2j)-ter Ord- 
nung aufbauen. In Abänderung der Definition für F®@”-%9 hei allgemeinen Simplexen 
werden hier bei F®”=-%9 infolge der orthogonalen Entartung dieser entsprechenden 
Orthoscheme alle diejenigen möglichen in der Summe aufgenommen, die in ein Produkt 


II fer) (s = 1) mit geraden k, zerfallen. Es sind dann keine weiteren Reduktionen im Falle 
1-1 
eines allgemeinen Orthoschems S@”+" möglich. Zum Beispiel ist für m =4,j = 0: 


FO — Man...) + Ma. -, &) 
+ lan... 0) Pla) + lau. . -, 2) 9er) 
+9 (a1, &, &) !® (ag, &, &p). 
Diese spezielle Reduktionsformel (2, 12a) läßt sich schnell und unmittelbar durch voll- 
ständige Induktion beweisen. 


Somit kommt die Inhaltsbestimmung eines Orthoschems S@”+ darauf hinaus, 
die Inhalte S®?, r < m, anzugeben. 

b) n = 2m. 

Für gerade n ist man gezwungen, die Schläflische Differentialformel (2, 1a) zu inte- 
grieren, um den Inhalt zu bestimmen. Mit Schläflis Formel sind bereits alle Integrationen 
bis auf die letzte und schwierigste getätigt. 

Der Fall n =2 ist trivial. Hier handelt es sich um die Angabe der Länge einer 
„Strecke“, deren Betrag gleichzeitig der gegebene Keilwinkel selbst ist. Für $(® hat Coxeter 
[5] eine geschlossene Formel gefunden, für deren Aufbau neben der Logarithmusfunktion 


nur die Funktion des Dilogarithmus 
z 


log (1 
t 


(2, 25) diz=L,@2)=— f ze N 


0 
hinzukommt (vgl. [20]). Die Riemannsche Fläche der Funktion Z,(z) (vgl. [8], [11]) 
besitzt unendlich viele Blätter, und zwar sind in allen Blättern die Punkte (1,0) und 
weiterhin in aller Nebenblättern (also mit Ausnahme des Hauptblattes 0 <arg (z—1) < 2) 
die Punkte (0, 0) logarithmische Verzweigungspunkte. Um Eindeutigkeit zu erreichen, 
können wir etwa in allen Blättern einen Verzweigungsschnitt längs der Achse des Reellen 
von 1 bis oo und in allen Nebenblättern zusätzlich einen ebensolehen von — oo bis 0 
ziehen. Damit ist Z,(z) regulär etwa für 0 <arg(z2—41) < 2x und kann dort im Innern 


des Einheitskreises durch die Potenzreihe L,(z) = X 


72 dargestellt werden. 
h=1 





nkel 
dale 


etzt 
der 
nen 


lten 


gen 
Ird- 
Xen 


den 
ukt 


ılle 


ll- 
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Für das Hauptblatt besteht längs 1 < x der Verzweigungssprung 


(2, 26) L,(z) = 2nilogx + L,(xit); 
für die Nebenblätter gilt 
(2, 26a) L;(2),, = 2ri'g-logz + (2m)? f + Zy(2),,0- 


Dabei kennzeichnet g die Anzahl der Umläufe von z um O0 und f die Anzahl der Umläufe 
von z um 4. Mit Hilfe der Funktion 


(2, 27) A,(2) = — flog cos tdt, 
0 
die eng mit dem Dilogarithmus zusammenhängt durch die Formel 
Be 2 Talsg. 3 ee 7 
(2,27a) A,(l2) = 5 L,(— e”*”) +zlog2 3 ( i2)- 5 < Re(z) < DR 


gelingt Coxeter die Angabe einer vergleichsweise einfachen Inhaltsformel, die sich nur 


aus Funktionen A,(z) aufbaut: 
Aslu — &,) — Az(u — %,) + Aglu — %,) 


2, 28 AUS (a,, &o, & -| en a -—, —24 . 
» : ı Az(u %) Az(u %) Az(u %;) (u) 
es ‚cos? Rs cosR: 1 cos? 22. NEE Mn 
tg’u sin?&, sin?z, A 5 < Re(u) < 5° 


Für n = 6 hat P. Müller [22] im hyperbolischen Falle nachgewiesen, daß außer den 
Funktionen vom Schwierigkeitsgrade O*(f?’),r <3, die auch schon bei den Fällen n < 6 


auftreten, nur noch der Trilogarithmus 
z 


(2, 29) Li) f = dı 
ö 

als Funktion vom nächsten Schwierigkeitsgrade hinzukommt. Dabei wollen wir unter 
O*(f") die Ordnung der Schwierigkeit (oder den Schwierigkeitsgrad) der Funktion 
verstehen. Infolge des Übertragungsprinzips ins Elliptische gilt dasselbe Ergebnis auch 
dort. 

Für die nächsten Fälle n = 2m, m > 3, vermutet Müller [22] im Anschluß an Bloch 
und Guillaumin [2] das Auftreten des m-Logarithmus 


na 
(2, 30) L.- j 14 
an, 


als jeweils neu hinzukommende transzendente Funktionen einer Veränderlichen, die die 
Funktionen vom Schwierigkeitsgrade der Ordnung O*(f”) darstellen würden. Aller- 
dings läßt die Integrationsmethode von Müller, mit der man gerade noch den Falln =6 
im großen und ganzen übersehen kann, keinen Beweis für diese Vermutung zu. Seinen 
Untersuchungen legte Müller eine konforme Abbildung des (n — 1)-dimensionalen hyper- 


bolischen Raumes auf den oberen Halbraum eines rechtwinkligen (z,, . . -, &-ı)-Systems 
n-1 

zugrunde, in dem die Metrik ds? = = JE (dx,)? herrscht. Zur Behandlung kommen 
n-ık=-1 


nur asymptotische Orthoscheme, aus denen man aber jedes beliebige Orthoschem des 
hyperbolischen Falles zusammensetzen kann. 

Zwar finden wir ebendort auch eine explizite Formel für ein asymptotisches 5” 
in Gestalt eines (n — 2)-fachen Integrals, das wir jedoch ähnlich wie bei der Inhalts- 
formel von van der Vaart (vgl. [29] und Kap. III, Abschn. 4) oder bei unserer Formel 
(2, 7) nicht allgemein sondern nur für niedrige Dimensionszahlen n < 6 auswerten können. 

b* 
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4. Die Orthoschemkette. 


Wir konstruieren jetzt eine Kette mit n +2 Orthoschemen. Diese denke man 
sich zunächst im elliptischen Falle. Zu dem Ausgangsorthoschem S® — 5" findet 
man folgendermaßen das „Nachbarorthoschem“ S®: Das Element [k,, k,, k,, ku], 
0<k<k,<k,<k,<n+i, von Si wird in S® durch [k, +4,%, +1,k, +1,k, +1] 
ersetzt, k, mod (n +2), O0 sk,<sn +1. Zu diesem Nachbarn findet man in gleicher 
Weise wieder einen Nachbarn S{”, usw. Nach n +2 Schritten erhält man ein Orthoschem 
Ss") ,. Dieses ist dem Ausgangsorthoschem S{” kongruent: Zum Beweise betrachten wir 
ein beliebiges Element [k,, k,, k;, k,] von S®. Nach den n + 2 Schritten ergibt sich 
[kı+n +2,k,+n+2,k,+n+2,k,+n +2] und wegen k, mod (n + 2) wieder das 
Element des Ausgangsorthoschems S{”, d. h., beim (n + 2)-ten Schritt geht jedes Element 
wieder in sich über. 

Auf Grund eines anderen Prinzips gelangt Schläfli [24] für gerade n = 2m zu der- 
selben (n + 2)-er Kette, was man jedoch ohne weiteres auch auf n =2m + 1 übertragen 
kann: Er untersucht ein Orthoschem S@”+%, dessen Kanten die Länge null haben, so daß 
auch S@=+D _ (0) ist. Es läßt sich nun der Inhalt von $(”+» jm wesentlichen durch eine 
Summe der Inhalte von $@” mit r < m ausdrücken, in der vor allem genau die Summe 
zweier Orthoscheme S$”) und S{?” auftritt, die sich nach unserer obigen Konstruktions- 
vorschrift als Nachbarn ergeben würden. Die Keilwinkel lauten nämlich, wenn wir diese 
für SE” als &,, %&%,..., &%„_, annehmen, für SE” gerade 


(2, 31a) &, &y:. 5 m? Bı mit 8, = [2m — 1, 2m, 2m +1,0). 
Wendet man die Nachbarbildung noch einmal auf S@” an, ergibt sich S@” mit den 
Keilwinkeln 

(2, 31b) Ay, Kr er, Kam-ı, Bir Pa mit Ba, = [2m,2m +1,0,1], 
und schließlich 

(2, 31c) SEM: &, &pı. km Br Bar Ps mit , = [2m +1, 0,1, 2]. 
Fährt man so fort, dann erhält man als Keilwinkel für 

SEN: ag, Ag + Aym-ı, Bar Bar Bar & 


sy”: Kyııı m-ır ßı, Ba, ß3, &y, Xp 


(2, 314) i 
Se: Bar App = + + Agm-s 
Seesen: RE RT Rn 


Aus diesem wichtigen Sachverhalt werden wir im folgenden Abschnitt Nutzen ziehen. 
Für den Fall n = 3 wird diese Orthoschem-Kette durch die Figur des Pentagramma 
Mirificum dargestellt. Der gruppentheoretische Zusammenhang zwischen den Nachbar- 
Orthoschemen S®, der bereits in Kap. I, Abschn. 5 dargetan wurde, läßt sich auch bei 
einer Orthoschem-Kette für n > 3 wiederfinden: In diesen Fällen ist es die s-te Potenz 
der zyklischen Permutation (0412...n +4), die die Elemente [k,, k,, k,, k,] des Aus- 
gangs-Orthoschems S{" in die entsprechend gelegenen von S( überführt. 


5. Nachbarsummen. 


Wir wollen jetzt die Summe der Inhalte zweier Nachbar-Orthoscheme, etwa S{ +5”) 
bilden. Wir könnten die Schläflische Differentialformel zu diesem Vorhaben benutzen, 
indem wir dS + dS® — d(S" + S(”) aufschreiben, integrieren und die Integrations- 
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konstante bestimmen. Für kleine n (vgl. [21] für n = 4 und [3] für n = 6) läßt sich dies 
auch ohne allzu viel Mühe ausführen. Um jedoch allgemein für alle n > 3 diese Summe 
zu bestimmen, ist es ratsam, eine andere Methode anzuwenden. 

Es zeigt sich, daß wir wieder zwei Fälle, gerades bzw. ungerades n, zu unterscheiden 
haben. Für n = 2m läßt sich diese Summe wesentlich vereinfachen. 


q-1 
Nach Poincare gilt [vgl. (2, 16a)] 2" = 5 (—1)'v,, wobei w=0 für g=2m 
t=0 
und w proportional dem Inhalt von S®”*+D(«,, &, . . .,&gm) für g =2m +1 ist und 


(2, 32a) v,., = em (a, Rp... &g-2) + Da, ..., &g-ı) 
+ Ha .. &g-3) + PP Men ..4%g-1)} + ar 
(2, 32b) v,., = fee, 2. &g-3) + fe-2(e,, 2. %g-3) 
+ fd (a, . &-1)} "r 0*(fe 9) 
(2,326) ; = O*(fe-9) für k<g—2. 
Demnach gilt 
RI... NMan ea) 
— fe, ... &-) — 2 Mıas..., &,-) I °(a;, ..0%g-1) + 0* (ja =) 
oder 

(2,33) la...) + lan ..., %-) = Pla, ..., &g-3) 

+2 lan, 0) + Man... 8-1) + 2m + Or), 
Wollen wir es nun so einrichten, daß die beiden Schläflischen Funktionen f@-® zwei Nach- 
bar-Orthoscheme charakterisieren, dann müssen wir &,_, = fı =[g —2,9—1,g,0] 
wählen. Das bedeutet jedoch für dasOrthoschem S®, daß das Dreieck [0, g—2,9—1,9,9+1], 
da seine Winkelsumme [0, 9 —2,9—1,g] + «.-ı +5 = r ist, euklidisch, und folglich 
der Inhalt S®@ = 0 ist. Darum ergibt sich hier in jedem Falle w = 0 und somit 

(2, 33a) de, ga) + da, ..%g-,) = fe-2 (a, u. &g-3) 

+. Ma + ON. 
Die beiden Nachbar-Orthoscheme S@-® mit den obigen Schläflischen Funktionen [@-» 
sind als Orthoscheme auf den Auffangkugeln um die Hauptecken 1 und g des entarteten 
Orthoschems S$® zu deuten. 

Jetzt wollen wir gerade und ungerade Fälle n = g— 1 unterscheiden. Wir werden 
so zwei verschiedene Ergebnisse erhalten. 

Für g=2m +1 (m 21) sind die Funktionen f*-® auf Grund der Reduktions- 
formel für ungerade Fälle (2, 12) von der Schwierigkeitsordnung O*(/*”-®) und dem- 
nach die Nachbarsumme 

(2, 34) fer (x, u &m-ı) + a 0 Agm-11 ßı) zz orjfem—2), 

Ist dagegen g =2m +2, dann hat man 

(2, 35) fertd(a,, u Xgm) + fer td (a, 0. Kgmı ßı) er fer (a, ER &m-ı) 

» 2fem (a, .2.m &gm) + fe (a, “02; Kgmı ßı) #” ae, 
Das heißt, im geraden Falle n = 2m ist die Nachbarsumme 


fer (x, ..., %gm-ı) + fer (x, 2. &gm-1, Pı) 
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von geringerem Schwierigkeitsgrade als die einzelnen Inhalte, nämlich höchstens von der 


Ordnung O*(f®”®-2), während die einzelnen Inhalte von der Ordnung O*(/”)) sind. Im 
ungeraden Falle aber ist die Nachbarsumme 


fern (a, 2, &gm) + fer td, "+ &amı Ph) 


von derselben Ordnung O* (jew) wie die einzelnen Inhalte. Denn die Summe der drei 
Hauptglieder 


fer (a, nt af (a, gm) + f? (a5, 2, &gmı Pı) 


läßt sich nicht auf geringere Ordnung reduzieren. Um dies zu beweisen, wähle man etwa 


Bass — 5 und zeige, daß sogar für diesen Spezialfall die Ordnung O* (jew) ist. 


Infolgedessen wollen wir dem geraden Falle n =2m der Nachbarsummen noch 
ein wenig Aufmerksamkeit schenken. Da also 


(2, 36) Sr + = rer) 
gilt, kann man auch bilden 
(sem + sem) — (SEM + sem) — sim) _ sem) _ Q* (fen-2) 
oder allgemein 
(2,360) SPm + Sf... = 0rÜen=®) am. PM — SP, = Or (fen->) 
j=0,1,..,.2m+i;r=0,1,...,m;j+2r +41 mod 2m +2 bzw. j+2r mod 2m +2). 
Betrachten wir jetzt wieder S?” als Ausgangs-Orthoschem und wählen wir einen Keil- 


winkel 5 dann tritt in der Schläflischen Kette sofort Dimensionserniedrigung ein. Denn 


ein Orthoschem kann man sich aus Tetraedern $“* zusammengesetzt denken, die eben- 
falls Orthoscheme sind und in denen die Keilwinkel des S@” gleichfalls als Keilwinkel 
n 
2 
dieser Keilwinkel ebenfalls vorkommt, entweder stark-orthogonal (für 1 <j <2m —1) 
oder orthogonal-entartet (j = 1 oder j = 2m — 1). In jedem Falle gibt es dann in diesem 
7 
2 
Orthoschems SQ”). Nach Konstruktionsvorschrift treten darum im Nachbar-Orthoschem 
die entsprechenden Elemente von der komplementären Größe null auf. Die Nachbar- 
Orthoscheme Sf”) sowie das in der anderen Richtung benachbarte Orthoschem SE) , 
haben darum den Inhalt null. Für unsere Nachbarsumme hat dies z. B. 


(2, 37) sem + sem _ sem — O*(jem-2) 


auftreten. Sobald auch nur ein Keilwinkel «; = — ist, wird dasjenige Tetraeder, in dem 


Tetraeder Kanten, die von der Größe — sind. Diese sind gleichzeitig auch Kanten des 


zur Folge, d.h. die Schwierigkeitsordnung von Sm — O*(f@")) wird sich sofort ernie- 
T 
2 
sind wir bereits in (2, 11b) in einem allgemeineren Zusammenhange begegnet und haben 
es hier als ein Nebenergebnis auf anschauliche Art noch einmal erhalten. 


drigen, wenn auch nur ein Keilwinkel von S®” die Größe — annimmt. Diesem Ergebnis 


Inwieweit dann in den weiteren Orthoschemen SP der Kette Dimensionsschwund 


eintritt, bleibt jeweils einer Einzeluntersuchung der verschiedenen Möglichkeiten «, =7 für 
i<sj<s2m-—1 vorbehalten, womit wir uns aber hier nicht beschäftigen wollen (vgl. 


etwa [3]). 





O 


FE eo WE nu 





Böhm, Simplexinhalt in Räumen konstanter Krümmung beliebiger Dimension. 39 


6. Spezielle Orthoschem-Inhalte S, insbesondere für » =4 und» =6, 
mit denen sich geometrisch Funktionalgleiehungen neu begründen lassen. 


Wir wollen uns dagegen jetzt einigen Sonderfällen für n = 2m, insbesondere für 
m = 2,3 zuwenden. Wir nehmen n gerade an, weil die Inhalte für n—=2m + 1 durch 
die Schläflische Reduktionsformel (2, 12) vollständig auf n < 2m zurückgeführt werden 
können und also in erster Linie von den geraden Fällen neue Ergebnisse zu erwarten sind. 


Zuerst wollen wir die stark-orthogonalen Fälle S”) betrachten. Für diese gilt 


- 7 n z - 
(2, 38a) ad (= DE il 20 DE 2.) Fr f? («,) R Nasa.) 
oder, anders geschrieben, 
- m-—2 
(2, 38b) Zen. 


= 22m-3 (m) Ay Ogm-r 


Auf der anderen Seite läßt für m = 2 sich S® aus der Formel (2, 28) für 5 durch Speziali- 
TT 
» 
beiden Ausdrücke für S® gelangt man zu einer Funktionalgleichung für die Funktionen, 
die S® aufbauen, also für die A,- bzw. dil-Funktion. Dies ist bereits durchgeführt worden 
und gibt die Abelsche Funktionalgleichung [1] für den Dilogarithmus (vgl. [3], [20], [21]). 
Der Inhalt der orthogonal-entarteten Orthoscheme $S@® stellt sich von niederer 
Größenordnung als der eines allgemeinen dar auf Grund der Beziehung 


(2 nz 
(2, 39) f' m) (a ls, + - +4, & DE +2. +, Kgm-ı 


Ma. Tan ne m) = OR) 


sierung des entsprechenden Keilwinkels &, zu — gewinnen. Durch Gleichsetzen dieser 


oder genauer 


— Or (fen), r = Max (7 d. | E zur a <j<2m—1). 





2 2 


.. 


Spezialfälle sind zum Beispiel &,,_, = 5: 


(2, 39a) je (= “.. Koam-2, 5) 7 fen da, ... Kom-.) — 0% (jem-2) 


7t 
oder & = OIsm-ı — 1% 


(2, 39b) pa (7: Rgy +, Kam-2 3) Br fen aa, ... Kam-2)- 
7T 


Besonders bemerkenswert sind die Inhaltsformeln für &,, = 5 für aller =1,2,...,m—1: 


b Ku “r m-1ı_ 
(2, 39e) fen (a z Xp, . ... I aan.) —= f(a,) Mas)" l&am-ı) = II f(x; ı) 
k=0 
oder für &,,ı = z für aller =0,...,m—1: 
m-1i 
um, = Fl _ Titan). 
(2, 39d) / (5 „ &p, 2  ».’9- Xgm-2 2 uf) 


Speziell für m=3 und „=, =, = - gilt, wenn man zusätzlich , = a,=a 


(0 <a< 7) wählt, 


T 


Bi 
(2, 40) Ss > 
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Andererseits hat man nach Coxeters Formel (2, 28) 
n 


(2,4) 1640-850 (F, 


%, 2) da = 2i[A,(u +) + Aglu — a) — 2A,(u)]d« 


mit u= F- Rechnet man (2, 41) auf Dilogarithmen um und vergleicht mit dem Ausdruck 


(2,40), dann erhält man die Funktionalgleichung 
(2,42) Aa®+ 2a — 6a? = B3ilL,(e”?'*) — L,(e?*)} | Re(«)| < 3) 


die etwa in ähnlicher Gestalt bei Kummer [16] (vgl. auch [22]) zu finden ist, hier aber 
eine neue geometrische Begründung gefunden hat. 


II. Existenz von Orthoscheminvarianten. 


1. Die Invariante für » = 4. 


Dem Beispiele Coxeters im Falle n =4 folgend (vgl. [2, 28]), läßt sich jedem Ortho- 
schem $” eine Größe u zuordnen, die wir die Invariante des Orthoschems nennen wollen. 
Wir werden im folgenden die geometrischen und analytischen Eigenschaften dieser In- 
varianten näher untersuchen und werden feststellen müssen, daß sie sich als vergleichs- 
weise einfache rationale Funktion der trigonometrischen Funktionen der Keilwinkel 
ergibt. Es wird sich herausstellen, daß wir mit Hilfe dieser Invarianten u die Schläflische 
Differentialformel anders schreiben können, so daß mehr Hoffnung auf eine explizite 
Integration besteht. Vor einer allgemeinen Erörterung soll aber zunächst im Spezialfalle 
n =4 die Invariante u betrachtet werden. Auf Grund der Einführung dieser Größe 
gelingt hierbei Coxeter mühelos die Integration der Schläflischen Differentialformel. Es 
erweist sich nämlich die Richtigkeit der folgenden fortlaufenden Gleichung 


(3, 1a) tg [0123] tg [4503] = tg [2345] tg [0125] — tg [4501] tg [2341] 
oder, anders geschrieben, 
(3,1b) tgk,tga, =tgh,tga, =tgk,tga, = ec (k;: Scheitelkante von «,). 


Diese Tangentenprodukte sind mit anderen Worten konstant und folglich gegenüber 
Permutationen, auf die Indizes angewandt, invariant. Aus Gründen der bequemen Rech- 


5 < Re(u) s > setzen und u die Invariante des Ortho- 


schems nennen (vgl. [21]). Somit ergibt sich sofort 


nung wollen wir ce =itgu, — 


cos (u + &;) 
c08 (u — %;) 





(3,2) k,=arctg (itgutg(«,)) = Er log j=4,2,3). 


Dadurch erhalten wir in der Schläflischen Differentialformel Koeffizienten der d«,, die 
außer von der Variablen «, nur noch von u abhängen, also 





Ri} _ 
; ds — Ayo EU +) 
(3, 4) 4idS zZ 1)’ log Fee Tre da;,. 
Durch die Transzendente A,(s) (vgl. 2,27) und mit Hilfe der vorläufigen Annahme, daß 
u eine weitere unabhängige Variable ist, gelingt hier die Integration. Man hat, um sich 
von der Annahme der Unabhängigkeit der Variablen u zu lösen, als Integrationskonstante 


(4) 
” = () ist. Dies 





lediglich eine Funktion f(u) zu bestimmen mit der Eigenschaft, daß 


ou 
ist möglich und bereits durchgeführt worden (vgl. [5]) und ergibt (2, 28). 
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Eine anschauliche Deutung können wir 
für u im hyperbolischen Falle geben (vgl. [21] 
und Abb. 6). Hierzu ergänzen wir das gege- 
bene Orthoschem zu einem asymptotischen, 
indem wir einen Keilwinkel mit seiner Schei- 
telkante, z.B. «, und k, festlassen und die 
Hauptecke 1 ins Unendliche verlegen. Da- 
durch wird k, = k, = i oo und folglich 

(3,1c) tgh,tga, =tgh,tg%, 

=itgg =itga, =itgu, 








also u = &, = &; (mod x). Schränken wir u ein auf O <u< 3 (<<, = > im hy- 


perbolischen Falle), dann gilt genau das Gleichheitszeichen, und es erweist sich die In- 
variante u mit dem Winkel «, des konstruierten asymptotischen Orthoschems identisch. 


2. Die Invariante für » > 2. 


Um jetzt eine allgemeine Aussage für die Invariante des Orthoschems $®) leichter 
zu verstehen, wollen wir uns zunächst der Schläflischen Differentialformel (2, 1a) zu- 
wenden und hier insbesondere die Unterorthoscheme Sf?”"®, die jeweils zu den Winkeln 
x; gehören, genauer betrachten. Die Keilwinkel des Orthoschems S?"-9, 1 <j <2m—1, 
das mit S@”® die Eckpunkte 1,2,....5j—141,j +2,...,2m gemeinsam hat, wollen wir 
mit: Y1 Yan» + +» Y%;2m-s bezeichnen (für Komplemente entsprechende Symbolik wie für 
&, in (1, 6)). Sie lassen sich als Elemente von S@® folgendermaßen darstellen: 

ö [0, 1, 2, 3] u 
ya =[1,2,3,4]= 


Ya-s = U-41—3,1—2,7—1] a 
Ya = U 3; 7—3,j—1,j +2] 

(3, 5) 1 =U—-3» 7—1h7+23 7 +3] 
Yı =-uü-1i7+237+3,7+4] 
Ya lU+t327+3, 7 +47 +5]= a; 


Y;2m-ı = [2m — 3, 2m — 2, 2m — 1, 2m] = o,,_> 
Yj,2m-3 — [2m — 2, 2m —A, 2m, 2m + 1] Bin Aa aan 


Man erkennt sofort die Sonderstellung der Keilwinkel y, ‚_s, Y;,;-1, %,7, die sich nicht 
als Keilwinkel des Orthoschems S”) identifizieren lassen. 

Unser Ziel ist es jetzt, zu zeigen, daß nach einem allgemeinen Bildungsgesetz den 
Orthoschemen 5” 2 je eine wohlbestimmte Invariante uf” zugeordnet werden kann 
mit der Eigenschaft, daß für ein vorgelegtes Orthoschem S®” die Tangentenprodukte 
tg u?”-9tg&, konstant sind für j=1,...,2m—1. Diese Konstante wollen wir mit 
tg u” bezeichnen und u”) die Invariante des Orthoschems S@”) nennen 


u en <;5) 
( ) < Re(u“”) s 5) 
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Wir haben dann zu beweisen, daß u” demselben Bildungsgesetz wie die uf?” "2 genügt. 
Den Beweis führen wir durch vollständige Induktion. Für n = 2 haben wir lediglich eine 
Kante «, = [0123] vorliegen, die bereits S'® darstellt. Die Invariante u” wollen wir 
so wählen, daß 

(3, 6) tg &, =itgu® 
ist. Für n = 4 haben wir bereits entsprechende Untersuchungen angestellt. Wir wollen jetzt 
nachprüfen, ob sich u in unsere allgemeine Theorie einfügt. 

Die drei Keilwinkel «, = [0123], &, = [1234], «, = [2345] erzeugen drei Unter- 
orthoscheme 5 = [0345], SP = [0145], S® = [0125] mit den jeweiligen Invarianten 
u®, u, u. Die Produkte der Tangenten der Keilwinkel &, und der Invarianten der je- 
weiligen zugehörigen Unterorthoscheme 
(3, 1d) tg [0123] tg [4503] — + tg [4501] tg [2341] = ig [2345] tg [0125] 
sind nach (3, fa) tatsächlich konstant. Wir nennen sie tg u'® und haben somit u‘® defi- 


a a) <<” 
5 < Re(u )Sz- 


Die allgemeine Aussage für die Invariante u, die nun zu beweisen ist, lautet 


(3,7) tga,tg uf?”® = const = itg u?” j=4,...2m—1). 


niert. Um u“® eindeutig zu wählen, erinnern wir an die Forderung — 


Dabei stellen sich die Tangenten der Invarianten uf?” als Produkte von Tangenten be- 
stimmter Orthoschem-Elemente dar, die wir wie folgt schreiben wollen: 


tg „er 9 -ı :tg[0,1,2,2m +1] bzw. tg uß@”® — : tg [0, 1,2, 2m +1] 
-tg [2,3,4,2m +1] :tg[2,3,4,2m +1] 
.tg [2s— 4, 2s— 3, 2s—2, 2m +1] -tg[2r—-4,2r—3,2r—2,2m +1] 
(3, 8) .tg[2s—2,2s +1,2s +2,2m +1] -tg[2r—2,2r—1,2r +2,2m +1] 
-tg[2s +2,25 +3,25 +4,2m +1] -tg[2r +2,27 +3,2r+4,2m +1] 
-tg [2m — 2, 2m — 1,2m, 2m +1] -tg[2m — 2, 2m—1,2m, 2m +1] 
(=1,..:,) (r =1,..,m—J1). 


Die Klammersymbole sind so zu verstehen, daß alle darin vorkommenden Elemente 
zwischen 0 und 2m + 1 einschließlich liegen. Für einen Induktionsschluß nach m benutze 
man zweckmäßigerweise als Voraussetzung die Richtigkeit der Aussage für die Ortho- 
scheme SEP, ..., &m_,) bzw. ST (&p Apr + - + Agm_,)- 

Man beachte, daß aus der Vielzahl der Darstellungsmöglichkeiten (13-5 --- 2m —3 
Möglichkeiten) für tg u?” ® eine ganz bestimmte Darstellung hier herausgegriffen wurde: 
Für SP"®9 — 5 (1,2,3,...j—1,j +2,...,2m) wird aus dem Tangentenprodukt 

(3, 9) gu tg Yu =tg uf” 
dasjenige mit k = 1 herausgegriffen. Das bedeutet für S””, daß man von dem (2m — 4)- 
dimensionalen Unterorthoschem 
Sr 9,..,5—hj+2...,2m) fürj>2 


(2m—4) _ 
(8,10) 57 (et 6,..., 2m) für j=1,2 








ww 5 Ma 
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die Invariante u” ® benutzt. Für die weitere Aufspaltung von tg uf?” * geht man ent- 
sprechend vor, d.h., man wählt aus S{j”® wieder das erste (2m — 6)-dimensionale Unter- 
orthoschem Sfr —® (es gehöre zu dem Keilwinkel y,,,) aus und nehme die Invariante 
uf —® gemäß der Beziehung 

(3, 11) tu tg tg Yy- 
Man fährt so fort und erhält schließlich 


(3, 12a) tgu®” =tg &; tg Ya e tg Ya tg Yn..ı "tgu,n..ı 
_. _ 


m-2 m-2 


mit tgu,,...ı -+ t8 Yıı...ı 

- Pet 
[2m — 2, 2m — 1, 2m, 2m +1] für 1 <2m—3 
[2m — 4, 2m — 1, 2m, 2m +1] für j=2m—3 
[2m — 4, 2m — 3, 2m, 2m +1] für j=2m—2 
[2m —4, 2m — 3, 2m — 2, 2m +1] für j=2m—1. 
Auf Grund der eben gemachten Bemerkung sind wir sofort in der Lage, die all- 

gemeine Darstellung von tg u” anzugeben: 


(3, 13) ;c HEBe Enz SM. as 
—— mo 


m-1 Mm- 


J . & ; a 
(3, 12b) tg u” = z. tg, Yin E Yapinie "VE Yaadı --- Iim-ı 
mit 1 <Sj, <2m—2k—1, k=0,1,..,m—1. 


Die obige Behauptung läßt erkennen, daß alle diese Produkte denselben Wert tg u?” 
ergeben. Für die folgenden Betrachtungen genügt jedoch unsere spezielle Darstellung 
(3, 12a). 

Es bleibt nun noch die Frage zu beantworten, ob wir dem Orthoschem 5” mit 
n=2m +A(m=1,2,...) in gleicher Weise eine Invariante zuordnen können. Durch 
spätere Untersuchungen werden wir begründen, daß es keine Invariante u hierfür geben 
kann. 

Da wir uns meistens die Keilwinkel eines Orthoschems zur Bestimmung desselben 
vorgegeben denken, ist es nützlich, die Invariante u” in Abhängigkeit von den Keil- 
winkeln aufzuschreiben. Dies wird uns gelingen, wenn wir in der Formel für tg u” alle 
Argumente, die keine Keilwinkel von S® sind, durch die Keilwinkel ausdrücken. Nach 
einer expliziten Formel, die Schläfli [24] angegeben hat, ist es möglich, jedes Element 
von S® als eine Funktion der n—1 Keilwinkel zu schreiben: Für [j,, ja Ja, Ja] mit 
0 <Sjı <jp<js <jı Sn +1 erhalten wir (hier etwas modifiziert) 


A; ie dad ; 4,5, 





(3, 14) sin? [71, Is Is Ja] ij Apiehı F Apsiehı 
mit 
(3,15) 4,,...n 
= 4M,2,..„n—hın +1... nm —hr +... or hr +1,..,n—1,n) 
für O<r, <r, << <rnsn+i 
und 


| 1 008 (kı, ka) ... 608 (kı, kr) 
 c08 (ky, kı) 1 ... 608 (k,, kr) 
(3, 16) Alk,, k,, ... k,) — - ° 


| c0S (kr, k,) co8 (k,, k,) ... 1 
6* 
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((k,, k,): Winkel zwischen den Hyperebenen k, und k,). Wir werden jedoch im nächsten 
Abschnitt eine andere Darstellung der Invarianten — nämlich als Funktion gewisser 
Klammersymbole — angeben können, woraus wir schneller die Funktion der Keilwinkel, 
die „@® darstellt, ableiten können. 


3. Darstellung der Invarianten durch Coxeters Zweizeiger-Symbole. 


Wir wollen jetzt eine Darstellung der Invarianten u®”) studieren, indem wir gewisse 
Ergebnisse Coxeters für unsere Zwecke nutzbar machen. Wir setzen mit Coxeter [6] die 
Keilwinkel des Orthoschems 5" als Produkt von je zwei Klammersymbolen (h, h + 2) 
an (diese Klammersymbole wollen wir Coxetersche Zweizeiger-Symbole nennen): 


= sec? «, = (0, 2) (1, 3) 
sec? &, = (1, 3) (2, 4) 


cos? «&, 


(3, 17) 


sec? «,_, =(n—2,n)(n—I1,n +1). 
Zur Verallgemeinerung der Zweizeiger-Symbole (h, k) notieren wir die Eigenschaften 
(3,18) (r,s)(t,u) +(r,t) (us) +(r,u)(s,t)=0 (0 <sr,s,t,u<n-+1; ganz) 
sowie 


(3, 19) (,g+1)=1 = 0T...8). 
Dann gilt für s <t—2 
(s,s +2) 1 Ar 0 
1 (s +1,s +3) 1 -- 0 
(3,20) (ss) = 
| 3.0. 10t—3,.1—1) A 
0...» 0 1 (t— 2,1) 


Dies folgt durch vollständige Induktion aus den Eigenschaften dieser Symbole. 


Wir sind nun in der Lage, jeden Winkel [r, s, t, u] zunächst durch die Symbole (s, t) 
auszudrücken, nämlich 


(3, 21a) cos? [r, s, t, u] = (r,s) (t, u) 





bzw. wegen (3, 18) 
. (r, u) (s, t) 
2 u  LRTETRIE 
(3, 21b) sin? [r, s, t, u] (0) (s,u)° 
und weiter schließlich durch die speziellen Symbole (h,k + 2). Dies sieht man etwa 
folgendermaßen: 

Aus (3, 18) erhalten wir nach Division durch (r, s)-(t,u) #0 (r<s <t<u<o) 

(3, 22) rs __ du) _ ,_FrAEWD,Uunwmo 5, 

(r, s) (t, u) (r, s) (t, u) (r,s)(u,v) (t,u)(v,r) 





Das ist genau die Gaußsche Grundrelation (vgl. (1, 14)) 4, =tısti > —1 für k=0 
(k mod 5) mit 
(3, 23) tw =tg? [r,s,t,u], it, =tg?[s,t,u,v], 1, =tg?[t,u,v, r], 
t, =tg? [u,v,r,s], 1, =tg?[v, r, s, t]. 
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Diese fünf Argumente der Tangentenquadrate sind die fünf Elemente eines Dreiecks 
[r, s, t, u, v]. Durch zyklische Vertauschung der Zahlen r, s, t, u, v erhalten wir bei Zugrunde- 
legung der entsprechend zyklisch veränderten Formel (3, 18) auf demselben Wege die 
weiteren vier Relationen für k =1,2,3,4. Die Einschränkung, daß bei der obigen Divi- 
sion der Nenner verschieden von null sein soll, scheidet nur zunächst die orthogonal- 
entarteten Fälle aus. 

Wir dürfen darum immer ansetzen 
(3, 21c) tg? [r, s,t,u] = a 
Daraus ergibt sich (3, 21a, b) zufolge (3, 18). 

Wegen der Homogenität können wir nach willkürlicher Wahl eines der Symbole 
(s,s + 2), z. B. etwa (0,2) =1, alle Symbole (s,s + 2) als Funktionen der n—1 Keil- 
winkel «; eindeutig angeben und somit auch jedes beliebige Element unseres Orthoschems 
auf diese Weise durch die Keilwinkel ausdrücken. Wir haben es folglich in der Hand, 
welche Darstellung für ein Element unseres Orthoschems benutzt werden soll, ob die 
durch die Coxeterschen Zweizeiger-Symbole (s, it) bzw. (h, h + 2), oder aber ob die durch 
die Keilwinkel. Die letzte Darstellung kommt übrigens auf die von Schläfli hinaus, da 
alle Orthoschem-Elemente eindeutig durch die unabhängigen n—4 Keilwinkel be- 
stimmt sind. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, sehr einfach unsere Invariante 
durch die eben beschriebenen Zweizeiger-Symbole auszudrücken, die wir dann nach den 
angegebenen Vorschriften auf die Keilwinkel umrechnen können. Für 


(3, 24) i-tgu®"=tg[0,1,2,2m +1]-tg[2,3,4,2m +1] --- 
«tg [2m — 4, 2m — 3, 2m — 2, 2m + 1]: tg [2m — 2, 2m — 1, 2m, 2m +1] 
gilt wegen (3, 19) und (3, 21c) 
(3,25) — tg? u?” — 
(0, 2m +1) (2, 2m +1) (4, 2m +1) --- (2m —4,2m +1) (2m — 2,2m +1) 
(4,2m +1) (6, 2m +1)---(2m —2,2m +1) Be 
Daraus folgt im nicht orthogonal-entarteten Falle ((h,k) #0 fürh # k) 
(3, 26) — tg? u®® = (0,2m +1). 
Durch diese vergleichsweise einfache Darstellung der Invarianten u” können wir sehr 
schnell diese bestimmen, z.B. 
(3,272) —tg?u®=(0,1)=1 (Definition) 
(0,2) 1 
1 (1,3) 
(0,2) 4 0 0 | 
1 (1,3) 4 0 | 
0 1 02,4 41 
0 0 1 (3,5) 
__ sin? [0123] sin? [2345] — cos? [1234] _ cos? &, cos? &, — cos? &, 
cos? [0123] cos? [2345] BE) sin? &, sin? &, 
(3,27d) —tg?u® = (0,7) 
cos? &, cos? &, cos? &, — cos? &, COS? &, — COS? &, cos? &, + C08? &, cos? &, 
Ka sin? &, sin? &, sin? &, 





(3,276) —tg!u® (0,3) = — (0,2) +(1,3) —1 =tg?[0123] = cotg?a, 


(3,276) —tg!u® = (0,5) = 
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1 
sin? &, sin? &, sin? &, sin? &, 
— [608? &, c08? &, cos? &, + c08? &, C08? &, C08? &, + C08? &, C08? &, C08? &,] 





(3,276) —tg?u® = (0,9) = 


»{c08? &, C08? &, C08? &, C08? &, 


+ [cos? &, cos? &, cos? &, + cos? &, cos? &, c08? &,] — cos? &, c08? &, COS? &, 
+ c08? &, cos? &,}. 


Für die ungeraden Fälle n =2m +1 existiert, wie wir bereits bemerkt hatten, 
keine Invariante. Man könnte auf Grund der obigen Überlegungen etwa daran denken, 
in diesem Falle eine Invariante durch das Symbol (0, 2m + 2) zu definieren. Dieses Sym- 
bol (0, 2m + 2) besteht aber aus einer Summe von Produkten, die ihrerseits wieder aus 
jeweils einer ungeraden Anzahl von Faktoren (h, h + 2) sich zusammensetzen, so daß 
eine eindeutige Umformung in einen Ausdruck von Keilwinkeln nicht gelingt; denn in- 
folge der Homogenität und der daraus resultierenden willkürlichen Wahl einer der Größen 
(h,h +2) erhalten wir im wesentlichen genau so viele verschiedene Ausdrücke für 
(0, 2m + 2) wie es Größen (h, h + 2) gibt, also 2m Stück. Diese entsprechen aber genau 
je den Invarianten der um eine Dimension niedrigeren Wände, für die es wegen der 
Geradheit der Dimension genau je eine Invariante gibt. 


4. Die Orthoscheminvarianten in Zusammenhang 
mit der Schläflischen Differentialformel. 


Im Falle m =2 hatten wir die Invariante u® in (3,4) bereits eingeführt und 
dadurch Erfolg bei der Integration gehabt. Allgemein gelingt es für m > 2, in der Schläf- 
lischen Differentialformel (2, 1a) die Keilwinkel y,, (k =j — 2, j—1,j) (vgl. 3,5) der 


&) x 
9 ( Ay,Aynı, Ay.) (3) 





(Ki! er 
Abb. 7 


Koeffizienten S”-® durch «, und vf und die Invarianten u?"=” durch «, und u?” 
j=4,....2m—2) auszudrücken. u”) ist die Invariante von S@”, und die v{® sind 
die Invarianten von S(®P(x;, &+1, &+2) (vgl. Abb. 7). Wir können diese Orthoscheme 
S$® auch durch fortwährendes Konstruieren von Auffangkugeln um die jeweils geeig- 
neten Hauptecken der so der Reihe nach entstehenden Orthoscheme erzeugen: 
(3, 28) SO (ap, &py1, &p42) = Sp. _9U 90ER | Du 
a 


k-ı 2m-k-3 








e- We WO 





Mit diesen Bezeichnungen ergeben sich als Keilwinkel für die S®”-®: 


(3, 29) 
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. . 
sem-2. Ya 1 cos (v\” + &,) 
1 ° u z = 
2i ° cos (v® —&,) 
%4 
%; 
Kym-ı1 
re em) ı & 
uem—2) — 1 0g cos (u + %) 
23 ” cos (u? — %,) 
4 
sem-2. oe N cos (v{” + ,) 
2 ® 2ı — 4 
2i cos (U) — ,) 
4,0 (+) 
Ya 7; 9 os — &,) 
%; 
Kom-i 
(2m) x 
1 cos (u“”’ + &,) 
uem—29) — — log a5 = 
21 cos (u — &,) 
> : & 


(3 <js2m—3) &g 














&,-3 
1 cos (u? , + &,) 
i 21 cos (uf? ,— &,) 
2 u € . cos (uf? , + &,) 
Hi 2 li, —) 
4 cos (u) + &,) 
Yı; = 108 9 w 
si 2i cos (vf) — &,) 
%j+3 
Kpm-1 
em) ı % 
aun-a_ I log cos (u“" +) 
3 2i ° cos (u? — &,) 


47 





48 Böhm, Simplexinhalt in Räumen konstanter Krümmung beliebiger Dimension. 


Ser: a 


Kom-5 . 2 

cos (+ Kam.) 
4 nn 

008 (V_,— Kam 2) 
4 

cos (ms + &em- 2) 


cos (vi, _,— gm) 


cos (u®”) + &,„_,) 





4 
Yem-2,2m- 4 7” pri 


1 
Yem-2,2m- 3 — pri 











1 
2m—2 ER 
’ a Ei log (2m) Eu . 
cos (u — &,„_5) 
2m—2). 
Se " & 
Xpm-ı s 
y — Mi > cos (U _3 + Km) 
2m-1,2m-3 "97 ae Ka “ 
2i cos WR n-ı) 
" en 
um —» en Es cos (u®® + Kam- ı) 
2m—1 2i cos (u? — &,,_ı) 


Die Richtigkeit dieser Gleichungen folgt für u” ® aus (3, 7) und für y, , aus (3, 1b). 
Letztere lautet in bezug auf S(x,, &ı,1, &+2): 


(3,30) itg up tg a.tg yı.: tg &yrı tg Yarı,a iR 42 Yırza- 


Damit ist eine Darstellung von dS@” gefunden, die als Koeffizienten von d«; den 
Inhalt des Orthoschems S{?”® hat, dessen Keilwinkel als Funktionen der ursprünglichen 
Keilwinkel &,..., &%])_, und der Invarianten v{P,, v\®, sowie v(® geschrieben werden 
können (man definiere v9 =1 für h #1,2,....2m —3). Darüber hinaus wird noch 


die Invariante u” auftreten; denn die Formel für $(" enthält u®. Demzufolge treten in 
(6) i ar : : 

Z (r =1,2,...,5) die Invarianten u(® auf, die sich nach den obigen Gleichungen 
&r 

als Funktionen der Invarianten u‘® und des Keilwinkels «, erweisen. Das Auftreten der 

Invarianten u vererbt sich infolgedessen auf alle höheren Orthoscheme: Nimmt man im 

Sinne einer vollständigen Induktion an, daß S@=-2 von u@”-2 abhängt, so hängt ds” 

von u@==29, ,.., u@m-2 ab. Diese Größen lassen sich wegen (3, 7) als Funktionen der 

Keilwinkel «&,,.. ., &m-ı und der Invarianten u” schreiben. 


Betrachten wir jetzt von diesem allgemeinen Standpunkt aus die Schläflische 
Differentialformel für m =2, dann erkennen wir, daß es unter den Invarianten v nur eine, 
v(®, geben kann. Diese fällt mit der allgemeinen Invariante des Orthoschems u® zu- 
sammen. Demzufolge ist die Integration vergleichsweise einfach: Wir haben nur eine 
Funktion U,(u‘®) zu suchen, die nach der Ausführung der Integrationen nach d«,, da,, da, 
unter Berücksichtigung der Annahme, daß u® eine weitere unabhängige Variable dar- 
stellt, zu der Summe dieser Integrale zu addieren ist. Sie muß so beschaffen sein, daß die 
partielle Ableitung nach u“ dieser gesamten Summe null ist. Damit ist dann gerecht- 
fertigt, daß u“ als unabhängige Variable behandelt werden darf: 
05% 95 
EMO) du‘ mit Zus = 


0. 





3 
(3, 34) 2.459 m z5Pdy, + 
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Dagegen haben wir es im nächsten Falle m = 3 bereits mit vier Invarianten, näm- 
lich v(®, v®, v(® und u‘®, zu tun. In den Fällen m > 3 sind es genau 2m — 3 verschiedene 


Invarianten v{® (k =1,...,2m — 3) neben der allgemeinen Invariante u”, für die wir 
fordern könnten 
astem) astem astem) 
(3, 32) re Die ee Zum — N. 


Dann könnte man diese Invarianten als unabhängige Variable betrachten und die Inte- 
grationen einfacher gestalten. Aber das stößt bereits im Falle m = 3 auf Schwierigkeiten, 
weil bei der Integration nach d«; Funktionen auftreten, deren Funktionalgleichungen 
entweder noch nicht genügend erforscht oder reichlich kompliziert sind, so daß es noch 
nicht gelungen ist, die gesuchte Integrationskonstante anzugeben. 


Man sieht infolgedessen die Steigerung des Schwierigkeitsgrades schon bei der Er- 
höhung von m =2 auf m =33: In dem ersten Falle ist es eine Variable, in dem zweiten 
sind es vier, die eine Rolle spielen, abgesehen davon, daß die Integranden ebenfalls eine 
Steigerung der Schwierigkeitsordnung (für m = 2 sind es Logarithmen, für m =3 sind 
es Dilogarithmen) erfahren haben. Will man folglich auf diesem Wege zu einem Ergebnis 
kommen, was nicht ausgeschlossen scheint, so müßte man entweder erst die Funktional- 
gleichungen für die hier in Frage kommenden Funktionen genauer studieren oder eine 
andere passende Darstellung des Orthoschem-Inhaltes S( angeben. 

Auch bei der Aufstellung der Integrabilitätsbedingungen für die Schläflische Diffe- 
rentialformel für d$S@”) spielt bei den Fällen m = 2 und m = 3 die Invariante u”) eine 
Rolle, während bei den höheren Fällen m > 3 durch die Integrabilitätsbedingungen Unter- 
orthoscheme S@”-®) verglichen werden. 


Ebenso läßt sich unsere Invariante in eine Orthoschem-Inhaltsformel von van der 
Vaart [29] einführen. Van der Vaart gibt den Inhalt von 5” als eine Summe von gewissen 
n 
2 
auf dieselben Schwierigkeiten stößt, wie sie hier bereits aufgedeckt wurden. 


mehrfachen Integralen (höchstens 








“achen) an, deren explizite Integration jedoch 


5. Fallentscheidung. 


Durch die Vorgabe der n — 1 Keilwinkel des 5 wird bereits bestimmt, in welchem 
Raume konstanter Krümmung das Orthoschem liegen wird. Grundsätzlich kann für 
jedes beliebige (n — 1)-tupel von reellen Zahlen, die den Keilwinkeln unseres Orthoschems 
entsprechen, das vollständige Differential d$S" angegeben werden. Wenn wir danach 
fragen, in welchem Raume sich dieses Orthoschem realisieren läßt, so werden wir er- 
kennen, daß wir dies gewissen zusätzlichen Bedingungen entnehmen können, die den 
Keilwinkeln auferlegt werden. 


Wie wir gesehen haben, lassen sich alle Stücke eines Orthoschems als Funktionen 
der Keilwinkel angeben. Wir hatten in (3, 14) das Quadrat ihrer Sinusfunktionen auf- 
geschrieben. Um uns hier eine eindeutige Bestimmung der Orthoschem-Elemente zu 
IT 
2 
es mit sich, daß alle anderen reellen Orthoschem-Elemente ebenfalls zwischen diesen 
Grenzen liegen. 


sichern, beschränken wir uns auch weiterhin auf Keilwinkel 0 <a, <-.. Dieses bringt 


Die Invariante u”) ]äßt erkennen, welcher Fall bei Vorgabe der 2m —1 Keil- 
winkel eines Orthoschems vorliegt. Im nicht orthogonal-entarteten elliptischen Falle 
kann unsere Invariante u” nicht reell sein; denn in 


n 
‘ 
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m—1 
(3,33) itgu@m — ITtg[2k,2k +1,2k +2,2m +1] (0 < Re(u®m) < 3) 
k=0 


treten rechter Hand nur Tangenten von positiven Winkeln auf. Das hat zur Folge 
Re(tg u®”) =(0. Im hyperbolischen Falle wird in demselben Produkt das Argument 
[0,1,2,2m + 1] als Kante rein imaginär, während alle anderen Argumente wieder reell 
sein werden. Diese Tatsache bewirkt /m(tg u®”) = 0. 

Aus der Definition von tg u” läßt sich für nicht orthogonal-entartete Orthoscheme 
die Beziehung 


m—1 
(3, 34) ah Br Kl %rr 7 = All,..., 2m) 
-0 


ableiten. Somit überträgt sich hier das Vorzeichen von (— tg? u”) auch auf A(1,... ., 2m). 


Am übersichtlichsten wird jedoch die Fallentscheidung im Anschluß an Bennett, 
wie es Coxeter [6] mit Hilfe seiner Zweizeiger-Symbole im Zusammenhang mit einem 
Diagramm angegeben hat, da wir unsererseits den Zusammenhang zwischen unserer 
Invariante und Coxeters Zweizeiger-Symbolen kennen (vgl. (3, 26)). Diese Coxeter-Ben- 
nettsche Darstellung ist besonders deshalb wichtig, weil sie erhellt, daß es Orthoscheme 
geben muß, die teilweise elliptisch und teilweise hyperbolisch sind. Es wird dort eine 
Reihe von Orthoschem-Elementen geben, die reell sind, während andere sich als rein 
imaginär herausstellen. Solche Orthoscheme wollen wir zu den ‚gemischten‘ Fällen 
rechnen. Durch diese Kenntnis können wir nun auch im hyperbolischen Falle der Nach- 
barbildung eine Deutung geben. 


Schlußbemerkung. 


Schläflis tiefgründige Arbeiten, die unseren Untersuchungen zugrunde liegen, sind 
lange unbeachtet geblieben. Dies liegt nicht nur an dem meist verhältnismäßig großen 
Umfang seiner Beiträge, sondern neben der Schwierigkeit des Gegenstandes auch nicht 
zuletzt an Schläflis willkürlichen Wortbildungen. Wir haben an seinen Bezeichnungen 
festgehalten, wenn es uns im Interesse des Verständnisses gerechtfertigt erschien; wir 
verwenden also z. B. ebenfalls die Zahl n zur Charakterisierung eines (n — 1)-dimensio- 
nalen Simplexes (AR), unter n die Anzahl der Simplex-Ecken verstehend. 

Welche Probleme wir auch immer hier aufgegriffen haben, mit nahezu jedem hat 
sich auch Schläfli zu beschäftigen versucht. Doch auch heute noch bleiben eine Reihe 
von Fragen unbeantwortet, z. B. die nach der Möglichkeit einer expliziten Integration 
der Schläflischen Differentialformel für ein Orthoschem S”) dergestalt, daß der Ortho- 
schem-Inhalt nur durch Funktionen einer Veränderlichen angegeben wird (vermutlich 
etwa durch r-Logarithmen (r =1,...,m)). Der nächste Schritt wäre dann die Verall- 
gemeinerung dieser Integration auf die von Simplex-Differentialen dR®”. Infolge der 
Zerlegungsmöglichkeit eines Simplexes in Orthoscheme haben wir hier zwar davon ab- 
gesehen, können aber dennoch das Auftreten dieses Problems, das ebenfalls Schläfli [26] 
bewegte, nicht von der Hand weisen, da wir vor allem dadurch sicherlich weitere neue 
interessante Funktionen mit ihren Funktionalgleichungen erzeugen könnten. 

Eine ausführliche Untersuchung der gemischten Fälle wird uns einen größeren 
Überblick verschaffen und vor allem für n = 4 den von Coxeter angegebenen Orthoschem- 
Inhalt (vgl. [2, 28]) als Summe dreier asymptotischer Orthoscheme (vgl. [21]), die zu 
den gemischten Fällen zu zählen sind, verständlich machen. Dann läßt sich vielleicht 
auch die zunächst noch bestehende Tiiskrepanz zwischen dieser Zerlegung eines Ortho- 
schems im Hyperbolischen in drei und Lobatschefskijs in vier (vgl. [1, 8]) asymptotische 
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Orthoscheme beseitigen und die sich bisher daraus ergebende Funktionalgleichung 
(vgl. [19]) für die A,- bzw. dil-Funktion reduzieren. Auch könnte man dann möglicher- 
weise zwei Unterfälle für elliptische S", nämlich 


(3, 35a) sin? &, sin? &, > sin? «, sin? &, — cos? x, 603? &, > c08? &, 


bzw. 
(3, 35b) sin? «, sin? &, > cos? &, > sin? «, sin? &,; — cos? &, C08? &, 


besser von ihrer Geometrie her begründen. 
Das sind alles Probleme, die einer baldigen Inangriffnahme vorbehalten bleiben 


mögen. 
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1. Introduetion. 


Let (/ be a curve of genus 1 defined over an algebraic number-field 8. If o is any 
point on () defined over 8 then the set G of all points on () defined over $ has the structure 
of a commutative group in which o is the neutral element. The famous theorem of Mordell 
and Weil states that G is finitely generated: but no algorithm is known to lead with 
certainty to the determination of the structure of G for any given (; and &. This paper 
is intended as a contribution to this problem, and in particular to the elucidation of the 
relation between the “global” behaviour of (/ in 8 and its “local” behaviour in the p-adie 
completions 8, of 8, where p is a non-archimedean valuation (i. e. essentially a prime 
ideal). Apart from $2 we are concerned only with one special curve, but at least the 
questions which are answered here can be made in a much more general context and 
some of the arguments, e.g. those of $11, are generalizable. This general context is 
sketched briefly in $ 2, which, however, is not an integral part of the paper. 


From now on except in $2 let () be the special curve 
(1) +y +d’=0 


in homogeneous co-ordinates x = (z, y, z). Suppose that the ground field 8 contains a 
cube root oe +1 of 1, and so also 


T=e—e=y—3. 
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There is a “complex multiplication’’ of points on ( by e which, since o€ $, is an iso- 
morphism of the group G of points onto itself. Hence one can define the subgroup 1G of 
aıl points tx, X€G. 

There is an isomorphism, essentially well known, between the quotient group 
G/tG and a group M defined as follows: 

M is a subgroup of the group &*/(R*)?, where 8* is the multiplicative group of 
elements + 0 of 8. An element m of ®*/(®*)® is in M when there is an m in &* correspond- 
ing to m for which there is a point X —=(X, Y,Z) defined over & on the curve 

(2) mıX3 +mY°®+dZ2?=0. 

It may be verified that M is a group. 

No effective way isknown to decide infallibly in every case whether there is a point 
on (2) or not. At least one can determine whether (2) has a point everywhere locally, i. e. 
whether for every p-adie completion $, of 8 there is a point X, on (2) defined over $. 
Let M® be the subset of K*/(R*)? obtained on replacing the condition that a point 
defined over $ exists on (2) by the weaker condition that a point exists everywhere 
locally. Then M“ can be shown to be a group; and trivially 

M< M". 

Selmer [41] has systematically investigated a subset!) M® of M® which can 
always be effectively determined and which contains M. In many cases M® is strietly 
smaller than M and, indeed, in most, but not all, of the cases investigated by Selmer 
it coineides with M. Selmer’s definition of M“ arises from a natural way of attempting 
to find whether there is a point X = (X, Y,Z) on (2). Neglecting the trivial possibility 
that Z = 0, we may write (2) in the shape 

m-'hX Zr) . 
AAN, _ ai 
Conversely, let A be any element of $&(m’") with 

(4) Norm A=d 
and let © be any element of &(m'") such that 

(5) Spur (40°) = 0. 

Then 
(6) 40° = Xm“"" + Ym’!" 


for some X, YES: and X, Y together with 
(7) = — Norm © 


(3) Norm | 


give a solution of (2). If © is expressed in the shape 

(8) 0 = um" +» + wm’" 
with u,v, wE ®, then (5) takes the shape 

(9) Iıtu,v, u) =0, 


where f, is a eubic form with coefficients in the ground field &. If m€ M, clearly there 
is a AE Km”) and a set u,v,wE€R, not all 0, such that (9) is satisfied. We define m 
to be in M® if there is some A satisfying (4) for which the equation (9) is every where 
locally soluble. It turns out that M® is also a group. Selmer presents a vast amount of 


1) Our notation differs from Selmer’s. 
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numerical evidence for the conjecture that the difference between the number of gene- 
'rators of M® and M is even. This conjeeture is an immediate consequence of the 
existence of a function U(m,, m,) defined whenever m,,m, are in M®, whose values 
are cube roots of 1, and which is a ““multiplicative skewsymmetric form’ in the sense 
that it satisfies the identities 

U(m,mı, m;) = U(m,, m,) U(mı, m,) 

U(m,, m,m;) . U(m,, m.) U(m,, m;) 
and 

U(m,, m;) U(m,, m,) =1. 


Further, M® is precisely the set of m€ M® such that U(m, m,) = 1 for all m,€ M®. 
In particular, the difference between the numbers of generators of M") and M®, being 
the rank of the skew-symmetric form U, is even. 


Selmer also puts forward evidence for a ‘strong form” of his conjecture, namely 
that the difference between the number of generators of M and M“® is also even. This I 
have been unable to prove. 


In the text we adopt a different definition of M®. A proof that it is equivalent 
to Selmer’s is given in $ 11. This proof gives incidentally a proof of another conjecture 
of Selmer’s. 


It would be reasonable to conjecture that the existence of a skew-symmetric form U 
is not a peculiarity of the special curve 2? + y? + dz? = (0), but is a special case of a 
general phenomenon. Selmer (1955) has given some numerical evidence that his conjecture 
is a special case of a general phenomenon. 


It should, perhaps, be explicitly noted here that Selmer takes the rational field as 
ground field while we have assumed that it contains a cube root oe +1 of 1. However 
the adjunction of e to the ground field makes very little difference to the results, as is 
probakly well-known and is explained in detail in Appendix A. The adjunction greatly 
simplifies all the algebraic formulae, however, as is seen on comparing $ 4 with Selmer’s 
work. 


Apart from its theoretical interest, the approach adopted here has the virtue that 
it makes it much easier to find the group M“® explicitly, at least in the author’s opinion. 
An example is given in Appendix B. 

For the convenience of the reader a synopsis of the most frequently used notation 
is given in Appendix C. 

This paper could not have been written except for the vast amount of numerical 
material accumulated by Professor Selmer, who has also given me the benefit of his 
experience in conversation and correspondence. In my first attempts to formulate a 
reciprocity I was greatly helped by Mr. Swinnerton-Dyer who produced numerical material 
on the Cambridge computer EDSAC 2. A conversation with Dr. Roquette helped me to 
the present formulation of $ 2. I should like to express here my gratitude to them all. 


2. Remarks on Weil’s method. 


Weil’s proof of the Mordell-Weil finite basis theorem [16] depends on a link between 
the arithmetical and algebraic properties of functions defined on a curve. We shall not 
use this general theory explieitly in the rest of the paper, since it would require modi- 
fication for our special purposes. It is more convenient to prove what we want from 
first principles than to extend the general theory and apply it to our special case. In 
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this section, however, we reformulate and discuss briefly one of Weil’s ideas. The paper 
is self-contained without the remarks of $ 2; but $ 2 provides a motivation for some of 
the algebra and also indicates the lines which a generalisation will take. The reader 
who is interested only in the application to x? + y® + dz® = (0) may omit it without loss. 

Let (| be a curve of genus 1 defined over some field 8 and let o be some point of (. 
defined over $. The set of all points of (/ defined over 8 may be given the structure of a 
commutative group G (written additively) in which o is the neutral element: if «@ and 5 
are two points of G then ce=a + 5 is the uniquely defined point such that point-pair 
a, b is linearly equivalent to the point-pair 0, c in the sense of algebraic geometry. When & 
is contained in the field of complex numbers, there is a parametrization of (‘ with doubly 
periodie functions in which, without loss of generality, o corresponds to the value 0 of 
the parameter: and then addition of points in the sense just defined corresponds exactly 
to addition of the parameters (modulo the periods). 

Now, let n > 1 be an integer prime to the characteristic of 8 and let d be a point 
defined over & such that nd = o. By the Riemann-Roch Theorem there exists a function 
fa(x) on () defined over $ having an n-fold pole at o and an n-fold zero at d and no other 
poles or zeros; and f,(*) is determined up to a constant factor. Again, by the Riemann- 
Roch Theorem, there is a function F,(x) defined over $ having simple poles at the points x 
with nx = o and simple zeros at the points nx = d. By comparison of poles and zeros 
it follows that 

fan) {Fx(x)}* 


is a constant. By suitable choice of the arbitrary constants we may suppose that identically 
(1) fan) = {F(&)}". 


Let us now suppose that all the points d with nd = 0, d + o are defined over . 
Then there is a characterisation of the points « = nb, b€G among the points of G. It is 
clear from (1) that 

fa(a) = f,(nb) = {F,(b)}" 


is the n-th power of an element of $: and it is not difficult to see that conversely if @ 
is defined over and all the f,(a) are perfect n-th powers, then @ = nd for some 5 defined 
over ft. 

One obtains, indeed, rather more. Suppose that a, 5, c are in G and that 


a+b+cEenG. 


Then it may be shown that 
fa(a) fa(6) fs(e) 


is a perfect n-th power in &. Let 8* denote the multiplicative group of non-zero elements 
of 8 and let K*/(K*)" denote the quotient group of 8* by the group of n-th powers. 
Let H(n) be the direet product of n® — 1 copies of &*/($*)". We may map the elements a 
of G for which na + 0 into H(n) by assigning to a the set h(a) of cosets in K*/(K*)” of 
the numbers f,(a), (nd= o, d + 0). From what has just been said, h(a) depends on a 
only modulo nG. It is not diffieult to extend this mapping h(a) to the solutions @ of 
na = 0, (when f,(a) = fora = d) and then we have a homomorphism a > h(a) of G 
into H(n) with kernel nG. We denote by H“”(n) the precise image of G/nG in H. 

Now suppose that # is an algebraic number-field and that ®, is a completion of 
with respect to some non-archimedean valuation p. Then () is defined over ,. Let 
G,, H,(n), H(P(n) be defined with respect to 8, in the same way as G, H(n), H“®(n) are 
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_ defined over 8: where o is taken to be the neutral element both of G and of G,. The 
natural mapping of ® into 8, ınduces a mapping of H(n) into H,(n). We denote by 
H®(n) the set of elements of H(n) which are mapped into H{P(n) for every valuation p. 
Clearly 

H“"(n)< H®(n). 


It was shown by Weil that H®(n) is finitely generated. This was the first stage in 
his proof that G itself is finitely generated. Any information about the number of 
generators of H(n) then gives information about G; for example the number of gene- 
rators of infinite order of G is not greater than the number of generators of H®(n). 


For his purposes, Weil could assume that all the n-th division points d were defined 
over $, since he was interested only in proving that G is finitely generated: and so could 
extend the ground-field. It is, however only a formal matter to dispense with this 
assumption. The place of H(n) as constructed above, is then taken by a certain co- 
homology group, which we may without ambiguity also denote by H(n). For fixed ( 
and 8® we now have a group H(n) for any positive integral n. When (. admits of 
complex multiplication, it is possible, further, to extend the definition of H®(n) to com- 
plex multiplication by an algebraic integer n instead of ordinary multiplication, at least 
when & contains n. 


It is probably true to say that all discussions of curves of genus 1 by the method 
of “infinite descent’” are substantially equivalent to the examination of H®(n) for 
some n, although it would not be trivial to prove this statement in some cases. In parti- 
cular, Selmer’s “first descent” and “second descent” for the curve 

2 +y +d?=0 
are just the determination of H®(y—3) and H“)(3) respectively, when ® is the 
Eisenstein field obtained by adjoining the cube roots of 1 to the rationals. 


It seems likely that there is a skew-symmetry when one compares H®(n) and 
H“«(n?) for any curve (' and any multiplier n, similar to that proved here in a special 
case. I hope to come back to this question in another paper. 


3. Preliminaries. 
In this section we consider the curve 
C: 2 +y’ +d?=0 


over a field 8 of characteristic prime to 3, where d + 0 is some fixed element of 8. We 
shall say that (z,, Yo, 20) = %, is defined over $ if the ratios x,: Yo: 2, are in . We 
shall always suppose, as we may, that z,, 4,, 2, are in ®. In particular, the point 


0: (1, —1, 0) 


of ( is defined over &. In familiar fashion, the points of (/ defined over 8 may be given 
the structure of an abelian group G in which o plays the röle of neutral element. We 
shall write this group G additively. If &,, &,, x, are three points of G then 


x +9 +%=0 


if and only if &,, &%,, X, are the points of intersection of () with some line 


Ice my -+nz =0: 











nd 
ial 


Ne 
Ne 


en 


Ne 
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for then the function 
Iz + my -+ nz 
2 +y 





has zeros at &%,, X%,, %, and a triple pole at o. 
If x = (x, y, 2), then it is readily verified that — x is (y, x, z). If, further, $ contains 
a cube root o +1 of 1, then there is multiplication by o of the points of G: the point 0x 
having coordinates (x, %, 02). 
For later reference we give a well-known formula for the addition of points on (‘. If?) 
x, = (2, Yj, 2;) j=1,2,3) 
and 
x, +%+%=0, 
then 
hx, = Yı2123 — Ya2eX] 
(1) hy = 21,48 — 22a 
hz, = xıYyı23 — XyYei, 


where h is a constant of proportionality andk #0 if x, + &,. It is, indeed, easy to verify 
that if &,, x, are points on() and x, is given by (1),then x, also lies on (‘ and x,, &X,, X 
are collinear. 

(The verification is easier if £ = d''z is used instead of z since then all formulae 
are symmetric in x, y and £.) 


4. The group G/1G. 


In this section we shall suppose that $ is a field of characteristic other than 3 which 
contains a cube root o #1 of 1. We put 


(1) nt Fe ee. 
so that 
(2) 2=—3. 


The set of points 7x, x €G will be denoted by rG, and the quotient group will be denoted 
by G/TG. 
We shall require a formula for 7x where x = (z, y, 2). On applying the formula at 
the end of the last section with 
 Eunbse Bee (y, T, 02) 
x, = 0’x = (z, y, 0*2) 
it is readily verified that 7x = (z,, Y,, 2,), where 
hxz, = 0?2? + oy? + dz® 
(3) hy, = 02° + o?y? + d2? 
hz, = — 3ıy2 
and kA +0 is a constant of proportionality. 
Let &* be the multiplicative group of non-zero elements of $ and let (8*)? be the 


group of k?, k€ $*. We shall frequently use the natural mapping of R* into K*/(R*)®, 
which we shall denote by a tilde (>). If, for example, m € 8* then we shall automatically 


2) Byx = (z,y,2) we mean of course that x has coordinates (z, y, 2). The elements z, y, 2 of 8 are not 
uniquely determined by x, only their ratios, but all statements about z, y, 2 will be homogeneous. 
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denote by m the corresponding element of R*/(R*)®. Conversely if an element m of 
 K*/(R*)? has been defined, then m will denote any element of 8* which corresponds 
to m: this convention will, of course, only be used when it is immaterial which member 
of the coset of 8* modulo (R*)? is taken. We denote the neutral element of K*/(K*)? by 1. 
In this section we establish a mapping of G into the quotient group K*/(K*)? having 
kernel 7G, that is an isomorphism between G/rG and some unspecified subgroup of 
K*/(R*)’. This mapping is basic for some earlier treatments of G (e.g. Faddeev [3], 
Selmer [11], [12]). 
Let x = (z, y, z) be some point of () defined over &. Then at least two of the three 
expressions 
2 +y, 0x +0°’y, o’z +0y 
are not 0, since if, say x +y= oz + o®y = 0, we should havexe = y=0andsoz =. 
Hence at least one of the three homogeneous expressions 











BEN 
m(x) = m, SE + oy 
_ 1.02 +0oy 
(4) m, =d wu 
lg Set 
0x + 0?y 


is well-defined and belongs to $#*. Further, if two of the m, are well-defined and in $*, 
they are in the same coset of $* modulo ($*)? since, for example, 


mM _ 4-1, (2 +9) (ex + ey) (e’z + 0y) 
m, (e’z + oy)® 
A ( 2 ) 
(oe! +oy)? \or +oy/ 

We denote by m(x) the element of ®*/($*)® determined by the m,, that is m(x) = m, 
for those j for which m, is defined. 

[In accordance with the theory outlined in $ 2 the functions in (4) have only triple 
poles or triple zeros, and these are at the solutions of x = 0.] 

Lemma 0. Let m& &*. The points x with m(x) = m are precisely the points given by 
the formulae 


—d- 


x = o®m-!X? + omY? +dZ? 


(4') y= om-!X? + 02m}? + dZ? 
z=—3XYZ, 
where X—=(X, Y,Z) is a point on the curve 
(4'') m-!X? +mY? +dZ2? =0. 


Suppose, first, that & is given by (4’) and (4’). Then 
ox + oy=3m-!X® 
(5’) oz +0y =3mY® 
z+y=3d2!. 
Then, on multiplying, 
x? + y? = 27dX? Y?Z? = — di®, 


so x is on (.. It follows from the comparison of (4) and (5) that in fact m(x) = m. 











le 
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Conversely, if x is on ( and m(x) =m, then after multiplying x, y, zby a common fac- 
tor we may suppose that there are X, Y, Z such that (5) is true. On adding the three parts of 
(5) we obtain (4”). On multiplying the three parts of (5) we obtain 2? = (—3XYZ)®, 
and so z= —3XYZ after substituting oZ or o?Z for Z if necessary. 

Corollary. A necessary and suffieient condition that x —= x’ for some x’ defined over & 
is that m(x) —=1. 

This follows from the comparison of (3) and (4'). This comparison also shows the 
significance of m(x): namely that if m(x) =m then x = rx’ for some x’ defined 
over Km»). 

Lemma 1. The mapping of x€G into m(x) is a homomorphism with kernel 1G. 

After Lemma 0 Corollary it remains only to show that 


(6) m(x) m(x,) m(x;) — 1 
whenever 
(7) x +9, +%,=0. 


The points x&,, X,, X, are the points of intersection of (/ with some line, say 
(8) re +sy+trz=0. 
We first deduce (6) from (7) under the further assumption that 
(9) os +or #0, os+to?r +0 


and introduce new coordinates 


(10) u=or +o%y, v=o’ +oy. 
Then (8) takes the form 
(11) pu + +t=0 
for some p, g€E ; and (9) implies that 
p=#0,q4=#0. 
On substituting (10) and (11) into =? + y? + dz? = (0) we obtain 
(12) d(pu + gu)? + L?uv(u +) =0. 


This is a cubie equation for = whose three roots are the values —" taken at the points x, 
r 2 
(j =1,2,3). Hence, by (12), 


uusu; /—q { 
(13) VVgVz -— p ) 


is a perfect cube. But now, in the notations of (4), we have 
(14) mx) =—; 


so (6) follows from (13) and (14). Note that we have shown implicitly that u, #0,0, #0. 

When (9) ceases to hold, but r, s are not both 0, the lemma follows from a similar 

argument but using the pair of coordinates (v, w) or (w, u), where u, v are as before and 
v=o+y=—u—.. 

Finally, when r =s=0, the three points x, are the intersection of (/ with z = 0, that 


is the points 
(1,—1,0) a. (e’, — 0 0) =d, (, — eo, 0) =—d. 
8* 
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For these, (4) gives 
m(o) =1, m(d) =d, m(—d) = d-! 
where dis the coset of &*/($*)® to which d belongs. This establishes the lemma completely. 


5. The group GJ3G. 


In this section we obtain an isomorphism of G/3G into a multiplicative group. This 
isomorphism is apparently new, at least in its explieit form, and is the key to the remaining 
developments in this paper. 

As in $4, we denote by $ a field of characteristic prime to 3 containing the cube 
roots of 1. We denote by ® the ring of expressions 


(1) E=r+sö +16? (r,s,teR), 
where 

(2) #=d. 
We regard $ as the subring of ® consisting of those £ with s=t=0. There are two 
essentially different cases to consider. In the first place, it may be that d=ö, SER 


is a perfect cube in 8. Then ® is the direct sum of three fields each isomorphie to 8, and 
there are the three mappings, 
ü i ı 

(3) 6 > u, 6 > 06, 6 >0°6, 
of D into R. If d is not of the form 6, ö,€ X than ® is a field. In both cases there is an 
isomorphism D of ® over 8 which takes ö into od. We write 

Norm € zu EED ED Be en 
so that Norm£eR. 

We denote by ®* the multiplicative group of E€ED with Norm£& +0, and by 
D*/(D*)? the quotient group of D* modulo cubes. The unit element of D*/(D*)? will 
be denoted by 4. The operator D induces automorphisms of D* and D*/(D*)? which will 
also be denoted by D: the norm mapping induces mappings of D* into K* and D*/(D*)? 
into ®*/(®*)® which will also be denoted by ‘“Norm”. 

We shall always use a circumflex (”) to denote the natural mapping of an element, 
say u, of D* into the corresponding element u of D*/(D*)?, and the remarks made about 
the tilde notation in $4 for the mapping of 8* onto K*/(**)? apply equally to the 
circumflex mapping. 

We shall also have occasion to use the natural mapping m > m of elements m of 
K*/(R*)® into D*/(D*)®. The kernel of this map is clearly the powers of d. 

After these preliminaries we can describe a map of an element x of G into an 
element #(x) of D*/(D*)®. First, we put #(0) =1. Then if x = (z, y,z) +0 we put 


“ _ z(y +20) 
(4) ET N €e®, 
so 
(5) Norm u(%) == (z + y® . 


Unless x = 0 we have #(x) € D*, and then we simply define #(x%) to be the representative 
—_—n 
of u(x) in D*/(D*)®, that is a(x) = u(x). By (5), we have 
(6) Norm #(x) =1. 





Wo 


an 
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When x = 0, we now define the mapping x > #(x) in such a way that (6) continues to 
hold, as will now be explained. 

The possibility x = 0 implies that d = 5 for some ö&,€o®. Let z,, 2,, 2, be the 
three mappings of ® into 8 given by (3). At most one of 
is 0, since u(X%) is not O0 and has no term in ö?. Suppose that 

Lı (u (*)) =. 

Let ! be any element of $& such that 

(7) li, (u(&)) is (ulx))E(R*)°. 
Since ® is the direct sum of three fields isomorphie to 8, there is a «€ ® such that 

ua‘) =1, ia) =is(ulR)), la’) = is(ul)). 

We now define #(x&) to be the coset #’ of D*/(D*)® to which «’ belongs: this definition is 
clearly independent of the choice of the auxiliary number ! and satisfies (6). 

[In accordance with $ 2 the function u(x) given by (4) has a triple pole at o and a 
triple zero at a 3-division point.] 

Lemma 2. The mapping 

x > u(x) 

is a homomorphism of G into D*|(D*)?. 

The proof depends on the identity 

(8) (2 +y +2)? =3(2 +y) (y + 62) (2 + 62) 

=— (2 +y)(y +62) (r + 2), 
which follows immediately from 
> +yP+d’=0. 
We shall show, first, that 








(9) A) ax) =1. 
Here — x = (y, x,z), so, in the notation (4), 

_. (x + 26) 

(10) u(— x) = he: 

Hence (9) follows from (8) at once, unless one of Norm(y + 26) = —-ı? or 
Norm (x + 26) = — y? is 0. Let us suppose that 2 =0, so y #0. Then y? + de? = (0 
and so we may suppose without loss of generality that d = &, &,€ & with 

y+d2=0. 


The identity (8) holds with ö,, od, and o*ö, substituted for ö. Hence in the notation of 
(3), (4) we have 


(11) i,(u(&)) 5 (u(— &))E (R*) j=233). 
The truth of (10) now follows from (41) and (6), with x and — x for x. 

To prove Lemma 2 it remains only to show that 

(12) u(x,) u(X;) als) =1 
whenever 

(13) x +9, +, =0 
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and 
(14) X; +0 j=1, 2, 3). 


The proof is similar to that of Lemma 1 and must be split into two cases. 
Suppose, first, that ® is a field. We introduce new co-ordinates &, n, ö by 


g=ı+Y 
(15) n=y+b 
C=2+y+B. 
By (9), the equation of () in these new co-ordinates is 
(16) 2 — 38n2t—E—n)=0. 


Let (£;, n;, £;) be the new co-ordinates of &;. Then £,; + O0 since x, # 0, and n; + O0 since 
Yp 25€ 8 are not both O and d€E K. By (13) the points x, lie on a line, say 


re +sn til =0 (r,s,tED). 


Then, by (16), the ratios . are given by 
! 


(rE + sn)? +3 En {Ar—i1)E +(2s—1)n}= 0. 


Hence 
Eh _ (Z2): 
E&afz Ss 
Since 
nj 
x) = 
u( ;) & ’ 


the required result (12) holds, when ® is a field. 
We must now consider the case when ® is not a field, so d = ö}, &,€ 8. Suppose, 
in the first place, that none of the z, is one of the three points 
(17) (2, y, 2) = (0, ö., — 4), (0, 0, — 0), (0, du, — 0°). 
Then the numbers u(x,;) given by (4) are in ®* or, what is the same thing 
u(u&))+0 MSjs3, 1<ksa), 


where the i, are the mappings of ® into $? given by (3). By applying the argument used 
in the case when ® is a field, but substituting throughout i,(ö) for ö, we have 

(18) ix (u (&1)) ie (ul) ie (ulr)) € (R*)® 
for k =1,2,3. Hence 

n(&%ı) u(&) u(X3) € (D*)® 

and so (12) holds. Next, suppose precisely one of the points (17) occur among the x,, 
say (0, ö,, — 1). Then (18) continues to hold for k = 2, 3. The truth of (12) follows now 
on using the condition Norm „(x) =1 valid for all x. Finally suppose that two of the 
points (17) occur among the &,. Then the x, are simply a permutation of the three points 
(17), and a direct calculation shows that (12) still holds. 

This completes the proof of Lemma 2. 

We now show a connection between the m(x) of $4 and the #(*) which have just 
been introduced. 


Lemma 3. u(x) may be written in the shape 
A(x) laD—D*, 








»>& 





ce 
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where | is the image of some 1E &* in the natural mapping of ®* into D*/(D*)? and where 
& € D/(D*)s satisfies 
Norm & = m(x). 
Here the isomorphism D: ö > oö acts on D*/(D*)? in the natural way. 
The obvious way to prove this lemma, at least for general x, is to note that 


u t(y + 26) en... v, 
z+y 2 +Yy 
where 
3 3 
la 
—: —ı 


Hence by a well-known result of Hilbert (“Satz 90” of the Bericht über die Theorie der 
algebraischen Zahlkörper. It is easily extended to the case when ® is not a field.) 


= a? -? 
for some «, uniquely defined up to a factor in &*. There is a standard procedure for 


finding «, and a direct calculation then verifies the truth of the lemma. We adopt here 
another approach, since it gives a formula for & which will be used later. 


We write 
u=gox +0, v=o’r +0oy 
and suppose, first, that 
(19) zyz #0, so ur #0. 


We consider 
B=u+ziE®d, Y=rvr+zBöE®. 


Then 
Norm ® = u? + d2? = u? — 2? — y? = 3ury 
and 
Norm Y = 3vay. 
Hence under the supposition (19) we have 
DED*, PVED*. 
Put 
_PP» ureö 
a ee ® 020 
It is then readily verified that 
„DD _ (v + 026) (u +00) y+ 6 








(v +26) (u + 26) —ı 
on multiplying by the denominators and using 
ed, a +yP +dt=0. 


Hence 
_ ty +%) _,o-» 
My N 


where 
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Further, 
Norm® u __ox +oey 


Norma u ty Er 
goes into m(x) in ®*/(®*)?'by the definition of m(x). 

The assertion of the lemma now follows on taking for l, & the cosets of I, « in 
D*ND*)®. 

It remains to verify the lemma for the finite number of cases in which (19) is 
violated, and this is easiest done case by case. 


Norm «& = 


G)E x +y=0 then x=oand m(x) =1, ul(x) =1. 
We may take l=& 1. 

(i) f u=ox + 0?y =0(, then x = (0%, — 0,0) =d (say). 
Then 

m(x) =d, u(x) =b. 

Since o€E 8, we may put 
l=01,6=6. 

(iii) The case v = 0 is similar to u =. 

(iv) x=0. Here y’? +d2?=0 and so x =(0, ö,— 41), where öd,E® satisfies 
ö =d. Here 

m(x) = 0. 

Since 


has Norm u(%) = 0, we must construct #(x) using an auxiliary number u’. Let i,, i,, i, 
be the three mappings ö > ö,, ö > oö,, 6 > o?ö, of D into . Clearly 


i,(u(&)) = til — 0) = — 30? 


and 
is (u(&*)) = 30. 
Hence 
ax) = a, 
where u’ is defined by 
(u) = 3, lu‘) = — 3ER, Iz(u‘) = IE 
since this determination of i,(w’) gives Norm u’ = — 27 € (8*)?. Now put 
i=—3 


and let «€ ®* be defined by 
i, (a) = i,(«) En 1, iz (a) =—1, 
so that 
Norm @ =o. 


On noting that 
i,(&P) = i,,1() (j =1,2,3 taken modulo 3) 
for all £E€ED, one verifies readily that 
Pr u. 
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On taking for &, lin the enuneiation of the lemma, the cosets of the «, ! just constructed 
in D*/(D*)? we have proved the lemma now when x =0. 


(v) y=0. The point —x = (y, x, z) now comes under case (iv). Since 
m(— x) = {m(x)}"! and ua(— x) = {z(x)}-", the lemma must be true in this case also. 


Lemma 3 has now been established. We enunciate two stages of the proof as corol- 
laries for further reference. 


Corollary 1. Suppose that 


ayz #0 
and put 
u=or7 + 0%, v=o?’r +0y. 
Then 
y+26=— a0? 
where 
at ta 
vo+ 0226 
Further, 
Norm (u + 026) = 3uay, 
Norm (v + 0226) = 3vay, 
and so 


u 
Norm =-—. 
0) 


Corollary 2. Let d = (o?, — 0,0). Then 
m(d) =d, ald) =6 = o10P- m". 
The presence of the factor 0-! in the last expression should be noted. 


We are now in a position to describe the mapping of G/3G into a multiplicative 
group. We denote by H the group of all pairs 


(m, A), 
where 
mE R+/(K*)® 
and 
n € D*(D*)? 
is of the shape 
= ap» 


with 
lE &*, Norm & = m. 
Multiplication in H is defined by 
(m,, A) (m,, Ka) (Mi, fps) . 
It is clear that the right-hand side is, in fact, an element of H. 
Note that if (m, a)€ H the value of m is not determined by j, since (d,1)€ 4. It 


is not difficult to see that if (m, a)€ H, (m’, u)€ H, then m’ = md! for some t, but we do 
not use this observation. 

Before defining the mapping of G into H it is convenient to prove a simple property 
of H. 
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Lemma 4. Let (m, u) € H and let ß be any element of D*|(D*)? such that Norm ß = m. 
Then u = kp?" where k is the image of an element of 8* in D*I(D*)®. 
Let 
u —= 1a? -?* 
be the representation of u oceurring in the definition of H and let «, 8 be representatives 


of &,ß in D*. Then 
Norm «& 
Norm ß 





E(R*)?, 
say 
Norm & = h®? Norm ß, hER*. 
By Hilbert’s Satz 90, there is a &€ D* such that 
a = hpe? »". 
Then 
aP 2" — h (Norm £) BP-P'E=3, 
and the result follows. 
Theorem I. The mapping 
(20) x > (m(x), u(%)) 


of G into H is a homomorphism. Complex multiplication with o on the lejt-hand side corres- 
ponds to operation with D on the right-hand side, that is 


(21) m(ex) = m(x), (ex) = {u(&)}”. 
Further, 
(22) m(1x) =1, u(tx) = m(x), 


where t = o — 0? (as always) and m(x) is the image of m(x) in the natural mapping of 
K*/(R*)? into D*IKD*)®. 
The kernel of the mapping (20) is3G. The x with m(x) = 1 are precisely the x € 1G. 
We note that all the statenıents in the theorem have already been proved except 
the formulae (21), (22) and the statement that the kernel of (20) is 3G. 


In the formulae defining m(x) the symbols z and ö do not occur, and they occur 
in the formulae defining #(%) only in the combination zö. Since 0% = (z, y, oz) when 
x =(z,y,z) and the operator D takes ö into oö but leaves the elements x, y,2 of 8 
unchanged, the truth of (21) follows. 


Next, (22) is a consequence of (21). We have 


m(tx) = m((o — 0?) x) 
= m(ox) {m(o?x)}" 


=1. 
Further, 
(x) = ap», 
where 
lER*, so P=|, 
and where 


Norm & = m(x). 








si 
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Hence A 
A(tx) = u(ox) {n(o®x)}-! 


= {a(&)P =” 
aD+D'-2 


= gb+D+1 
= m(x), 
since D*/(D*)? is of exponent 3. 
It remains to verify that the kernel of (20) is 3G. Suppose that 
x=-rX=—3X, XEG. 
Then by (22) applied to X and rX instead of x we have 
m(x) = m(t:ıX) =1 
and 2 R 
u(x) = m(tX) =1. 


Suppose now that x is in the kernel of (20), that is 
m(x)=1, al) =1. 
By Lemma 1 there is an x’€G such that 


x= 1x 


and, by (22), 

m(x)—=1. 
The last equation states that m(x) is mapped onto 4 by the natural mapping of 
K+/(R*)? into D*/(D*)?. Hence 

m(x') =d! 
where d is the image of d in K*/(K*)® and i is some rational integer. 

By Lemma 4 Corollary 2, we have 
m(d)=d for d= (ed, — 0,0). 
Hence 
m(x' —1d) =1, 

and 


x —mtd=ıÄX 


for some X by a further application of Lemma 1. Thus, finally, 


and x€3G, as required. 


6. The local theory. Preliminary results. 


In $8 6,7, 8 = 8, is the completion of an algebraic numberfield with respect to a 
non-archimedean valuation p (i. e. a valuation corresponding to a prime ideal). We suppose 
that $ contains a eube root e #1 of 1. 

9* 
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We use the additive notation for valuations. Let p be a prime element for p in . 
10 +#gEe$ and gp! is a unit for p we write 


y()=t, (0) =—. 


If q,92" € (R*)*, then v,(q,) = v,(93) (mod 3). When g € K*/(R*)? it is convenient to define 
v,(9) as an integer modulo 3, namely such that 


v,(9) = v,(g) (modulo 3) 
for all gE 8* in the coset GE K*/(K*)®. 
We shall also use the Hilbert Norm Residue Symbol for cubic extensions: 
a, b 
4) 
where a,bE R*. It takes the values 1, o, o® and is 1 when and only when a is a norm 
in 8* from the extension Kuh). The only properties of the symbol that we shall need 


in $6 are 
= 
wa Eieyier) 
5 ) 3 (,) ") 


The value of ws depends only on the cosets of a,b modulo cubes; and so we shall often 


write the arguments as elements of R*/(R*)®. 


All the properties of the Hilbert Norm Residue Symbol that we need throughout 
the paper are, for example, in Hasse’s Klassenkörperbericht [2]. 


When ® = [0] is a field, there is precisely one extension of p to ®, which we shall 
denote by ®. Where ® is not a field, so d= ö}, ö,E 8, then there are three distinct 


extensions ®,, Ba, Ps of p given by 
A) 09,() = (il) G=1,2,3) 

where i, are the mappings ö > o!-1ö, of ® into &. All this is well known. 
We now enunciate four simple lemmas which are not claimed to be original. 
Lemma 5. /n the local case there are infinitely many x in each coset of G modulo 3G. 


There are only a finite number of cosets of G modulo 3G by Theorem I, since in 
the local case the groups K*/(R*)? and D*/(D*)? are finite. Further, G contains infinitely 
many x since for all sufficiently small z the equation 


(2) y —=1—dz 


is soluble in 8 for y, and then (—1, y, z) is on (. 

The following lemma characterises completely the image of the mapping x > m(x) 
when 2,(3) =. 

Lemma 6. Let M = M,€ 8*|(*)? be the set of all m(x), x€G. Let M’ == M,< R*|(8*)® 
be defined as follows: 
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(i) /f v,(d) = 0 (mod 3), then M’ is the set of m’ € K*/(R*)® for which v,(m’) = 0 
(mod 3). 
(ii) /f v,(d) = 0 (mod 3), then M’ is the set of m’ € K*/($*)® for which 


d, m’ 
3 . —=1. 
) er 
Then 
(4) M<M'. 


Inded M = M' provided that v,(3) =. 
The inclusion relation (4) follows from Lemma 0 as we first show. If there is a point 
X=(X,Y,Z) on 
(5) mx? +mY? +dZ? =0, 
then 
Norm (m-!X + m!» Y) = — dZ>, 


rt 


Hence (4) holds in case (ii) of the enunciation. Suppose now that v,(d) = 0 (mod 3). 
The p-adic values of two of the three terms on the left of (5) must be equal, and so 
v,(m) = 9 (mod 3). This proves (4) in case (i) also. 


and so 


We may suppose now that v,(3) = 0 and must show that M’< M. Consider first 
case (ii), that is v,(d) = 0 (mod 3). We must show that m€ M whenever r ‘) == |, 


Since d€E M we may suppose without loss of generality, on replacing m by md‘ with a 
suitable integer t and incorporating factors in X and Y, that m is a unit for p. It is then 
clear, on using Hensel’s Lemma, that there is a point on (5) when and only when m is a 


eubic residue of p, which is also precisely the condition that r ‘) —= 1. We turn now 


to the first case, in which 
v,(m) = v,(d) = 0 (mod 3). 


By absorbing factors in X, Y, Z we may suppose without loss of generality that in fact 
v,(m) = v,(d) =0. One may show in a variety of ways that there are certainly p-adie 
integers X,, Yo, Zo, not all congruent to 0 modulo p, such that 


m!X +mY +dZ = 0 (mod p). 


Since v,(3) = 0, this gives a point (X, Y,Z) on (5), by Hensel’s Lemma. (cf. Selmer 
[11], pp. 218—219: alternatively one may involve Hasse’s estimate for the number of 
points on a curve of genus 1 over a finite field. Yet again, one could invoke the theorem 
of F. K. Schmidt that a curve of genus 1 over a finite field always possesses points defined 
over the ground-field provided that the curve remains of genus 1 over all extensions of 
the ground-field. This result has also been proved by Chätelet [1], and is a special case 
of more general results, see S. Lang and A. Weil [6] and S. Lang [5]). 

This concludes the proof of Lemma 6. 

Corollary. Suppose that 

(6) v,(3) =0, v,(d) #0. 


Then M is just the set of powers of d. 
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This is just a reformulation of Case (ii) of the lemma. 
We may also characterise quite simply the image of the mapping 


x > (m(x), #(x)) 
whenever 2,(3) = 0. 


Lemma 7. Let H“ = H{P be the image group of G|3G under the mapping 
x > (m(x), u(x)). 
Suppose that 
v,(3) =0. 
(i) If v,(d) = 0 (mod 3), then H'% is the set of (m, u)€ H such that m€ M and 
tg(u) = 0 (mod 3) 
for all extensions ® of p to ®. 
(ü) If v,(d) #0 (mod 3), then H® is the set of pairs 
(m, m’ 6‘) ’ 
where m, m'€ M; m’, 0 are the images of m’, o respectively in D*(D)*, and t modulo 3 
is given by 
v,(m) = tv,(d) (mod 3). 
We treat case (ii) first. It is clearly necessary that m € M. By Theorem I it is enough 
to exhibit for every m€ M a point x,, such that 
m(x,)=m, A(X}) = of, 
By Lemma 6 Corollary we have m = d! for some integer t and then x, = td, will do by 
Lemma 4 Corollary 2, when d = (o?, — o, 0). 


We now return to part (i) of the lemma. By Theorem 1 and Lemma 6 it is enough 
to verify that 
vg (u(&)) = 0 (mod 3) 


where & is any point of G, ® any extension of p to ®, and 





u(z) = ul, 
This it is certainly enough to verify that 
(7) Ola +y)=ogly +20) = tgl +20) (mod 3). 
Since we are working in ® it is convenient to put £ =zÖö so that 
(8) e+yP+t=0. 


Both (7) and (8) are symmetric in x, y and Z. By (8) the values v, of two of x, y, £ are 
equal and not greater than that of the third. By symmetry we may suppose that 


vg(2) Svg(y) = vg(2) =q (say). 
We show that 
(9) ve(z +Y) =. 
Indeed (9) follows from 


vg(z + y) S max {vg (2), vg (yY)} =q 
(10) vg(ox + 0*y) zq 
vg(o?z + Ey) <q 
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and 
(11) vgl +Y) +vglor +0’Yy) + Vglo!z +oYy) = u(— 9) =3g. 
Similarly 
(12) vgl +) =g. 
We now use the identity 
(13) (.+y+9’=-ıa+y)y+dlt+D, 
which follows from (8). This, together with the assumption that 3 is a unit, shows that 
(14) vg(z +Y) +Vgly+L) t+Vgle+d)=0 (mod 3). 
The required congruence (7) follows at once from (9), (12) and (14). 


This concludes the proof of the lemma. By similar arguments one can show that 
the congruence 
va (u(x)) = 0 (mod 3) 


holds for all ® |p even when v,(3) +0, provided that p does not split completely in $. 
As we do not use this, we do not prove it here. 
The following corollary is useful in numerical examples (see Appendix B). 
Corollary. Suppose that 
v,(3) =0, v,(d) E0 (mod 3). 
Then H'” is the set of 
(m, 0='m’ BP =), 
where m, m'€ M, BE D*/(D*)® is any solution of 
Norm = m, 
and t is defined in Lemma 7. 
We saw in the proof above that m = d! and so 
Norm Bö-! € (R*)?. 
Hence 
B=hp-”s, hEN*, ne» 
by Hilbert’s Satz 90. Thus 
BP=2* = (g=* Norm m) n®. 
re .. 
But Norm n€ M by Lemma 6. Hence the Corollary follows from Case (ii) of Lemma 7 
— 
on replacing m’ by m’ Norm n. 
Lemma 8. Let 
v()=—V=s0 
and let the absolute norm of p” be 3’ (s 0). Then the orders of the groups M = M, una 
K+/(R*)? are respectively 3’+! and 3?%+», 

The order of ®*/($*)® is well known (see e. g. Chevalley [2] $ 8). We give a similar 
proof for M using the theory of the p-adic Weierstrass elliptic 9-function (Weil [17], 
see also Lutz [7]). 

The transformation 


E=—12z, n=36(r —y), =c+y 
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gives a 1 — 1 transformation between our curve 
2 +y’ +d?—=0 
and the curve 
an m=R—Al, 
where 
A = 213248, 
This transformation takes x = o = (1, — 1,0) into &E = (£, n, £) = (0, 1,0). 
Weil [17] shows that a Weierstrass g-function p(u) can be defined for u€ER ina 
neighbourhood 
(16) v (u) 2 % 
of the origin which gives a 1 — 1 map of these u onto the set G(” of points & = &(u) 
on (45) in a neighbourhood 


o «(sr 


of the point & = (0, 1,0). It is not diffieult to see that G” is a subgroup of finite index 
in G. The kernels of the mappings x > tx of G into 7G and of G” into 76 are of order 3 
and 1 respectively. Hence the order of G/TG is 3 times the order of G'”/tG'”. This latter 
order is the order of U modulo rÜ, where U is the set of p-adic members in (16). This 
latter order is obviously 3°. Hence the lemma has been proved. 


7. The local theory. The reeiproeity theorems. 


As in $6, &® = $, is the p-adie completion of an algebraic number field. In this 
section we prove some deeper results involving Hilbert’s Norm Residue Symbol. Denote, 
as before, by M = M, the image of the mapping x > m(x) of G =G, into K*/(R*)?. 


We show that 
pi . R*. 1 
p 


whenever m,, my€ M,. Further, this property in a sense characterises M,. If IE Kr /(R*)? 


and e 
(3 
p 

for all m€ M,, then 1e M,. We shall also prove a rather complicated local result 
(Theorem III) which turns out to be vital in the proof of a global analogue of the results 
just enunciated. 

In addition to the properties of the Norm Residue Symbol enunciated at the 
beginning of $ 6 we shall need Hasse’s result that 

a, b\ /b, e\ /c, a 

WYECYIUT 

“ p/\p/\» 
whenever 

(2) a+b+c=0. 
This follows by elementary transformations from the trivial 


c a a a 
G ’)-(*% 5-1. 
p p 
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We shall also use the corresponding symbol 
& 
(3) (3) “Ben, 
P 
where ® is an extension of p to ®. Then 


“ N 


Further, for a€E 8&* and JE D* we have 
u (* P) . (* Norm ) 


(5) en P ö p / 
Ho) 


It is convenient to formulate a tool we shall use several times as 


Lemma 9. Suppose that 
ad +bP +c=(, 
where 
a,b, ce f*, ©, WVEedDd*. 
Then 


ri (? r) 23 [e Norm ") w Ö, ’) 
en P p p 


By (1), (2) applied to a®, bYP, c with ® instead of p we have 


EHE -: 
that is 


(+) ”) a, b\ (b, c\ (sa\ _ 
” BURYLZYARVELTER EEE 
Now by (5) with # =b we have 


a)-()= 


73 


The truth of the lemma follows now by taking the product of (6) over all ®|p and using 


(5) again. 


The first part of our next theorem is a special case of a more general result (see $ 11). 


Theorem II. Let M, denote the group of all m(x),x€G,. Then 


7 (" “ m 1 
(7) p 
for all m,, my € M,. 


Conversely, if ne R*/(R*)® and 


for all m€ M,, then n€ M,. 
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We prove the first paragraph first. Let 
m=m(%), M=mi(%) %,%2€G, 
where, on using Lemma 5, we may suppose that &,, x, avoid finite set of points which 
arise as exceptions in the argument. Let 
x, = (2,, 91, 2)) j-12) 
and suppose that 
27 Y72; # 0 j=12. 


Then, by Lemma 3 Corollary, we have 


ytz9d=—ug ”, 
where 
: x; + o?y; 
(8) Norm x, = ey = m, (say) 


is mapped onto m(x,) by the natural mapping of ®* onto K*/(®*)®. Now 


(9) Da —_ ng vn %g Ya2ı — I, Yı22; 


and the right-hand side of (9) may be assumed to be non-zero on changing x, modulo 7G 
if need be. There are thus 


a,b,c€ &* 
such that 
(10) ad” Ida?" +c=0. 
By Lemma 9 with ® = aP=?', Y — aP 2" we have now 
D-p _D-n 
(1) n(® In )=1 
21» 7 


since Norm «P =2* — Norm a#=2*' 4, 


We may transform (11) as follows: 


a le) 
Bir 
2 WA a A 
-n( vo) 2 ) a "u a( .) 


2 —1 a —ı 
%, % %; Er %; 171 
ae) le) 
sr BP / ul P/ mi #P 
on using (4) and noting that ®? runs through all extensions of p when ® does. Hence, 
by (12), 


1+D+D® 


29%.) 


®Ir 
er Er %, Norm = 
— i \ 


But by (8) this is precisely the assertion of the first paragraph of the theorem. 


The second paragraph of the theorem follows from the first and from the orders 
of M and &*/(#*)? given by Lemma 8. Suppose, if possible, that there san M = M, 








nn 
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such that 


nm — 


ws, 2 (all mE M). 


There is a basis of K*/(R*)? of the shape 


m,, ee Mes; nn, ur. ars: 
where Mı, - -, Ms. is a basis for M, and n, = n. Let 
Der, 
where a,,.. ., @,;, are integers not all = 0 (mod 3), which can be chosen to satisfy the s 
conditions: 
l w\ 
()=: DM <ı<s+i). 
p 
Since 
l y L,n 
: =-4 (1 sıss +1), |’ ')=1 
( 


by hypothesis, we have 


er ) 4 (all kER*/(R*)°). 


This implies that i- 1, contrary to hypothesis. 


The great significance of the next theorem appears only later. 


Theorem III. Let x,, x, €G. Let Pi, Br be any two elements of D* such that Norm ß, 
for j =1,2 is mapped into m(x,) by the natural map of 8* into K*/($*)®. Then 


43) a (Hr) ) a (Hr A) a rt w ” 


The proof of Theorem III takes several stages. We show first that the left-hand 
side of (13) is symmetric in the indices 1, 2. This statement follows from 


iD a" 29) 2%) 2)" 
al) a) 
an) 

-a(® 2°). 


Next we shall show that the left-hand side of (13) is independent of the particular 
choice of ß, and ß,. Let ß; be another choice of ß,, so 


ßz ng Ya ) r € D* 
with 
(15) Norm y € (K*)®. 
10* 
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By Lemma 4 we may write (x,) in the shape kßP-2*, where ß, and k are the images in 
D*/(D*)? of A, and some k€ K*. Hence the left-hand side of (13) may be written in the shape 


" ae) 


where k is independent of the choice of ß,. If $, = yß, is substituted for £, in (16), while ß, 
is unchanged, then (16) is multiplied by the factor 


a(y): 


(* Norm ’) 
p ’ 
and so 4 by (5) and (15). Hence the left-hand side of (13) is independent of the choice 


of ß, and, by the symmetry with respect to the indices 1, 2, it is also independent of the 
choice of ß,. We may denote the left-hand side of (13) by 


This factor is 


V (x, %;) 


since it depends only on the points &,, X,. We have already seen that 


(17) V(x1,%) = V(%,,%ı)- 

We shall show next that V is multiplicative, that is, 

(18) V(x, + x, %,) ng Vi, %,) V(x, %,) 
and 

(19) V(x%,% +93) = V(x,%) Via, 2). 


By (17) these two formulae are equivälent and we prove (18). Let ß} be chosen for x; 
as ß, was chosen for x,. Then ß, ß} is a possible choice of auxiliary number for x, + x], since 


Norm (ß,ß}) = (Norm ß,) (Norm ß}) 


and 
m(x%, + x) = m(x,) m(xj). 


The truth of (18) now follows at once from the corresponding multiplicative property of 
the Hilbert symbol, on noting that 
ul, +) = ala) ala). 
We wish to show that V(x,,%,) =1 for all x,, x,. By (17), (18), (19) we have 
{IV (x, 3) = V (a1 + %, 81 + 3%) {V (a, a) {IV (a, ao)} 


Since V(x,,%,) is, by definition, a cube root of 1, it is therefore enough to show that 
V(x,x) =1 for allx. By Lemma 5, and since V(x,, x,) depends by definition only on 
the classes of &,, x, (modulo 3G), we may suppose that x = (z, y, z) where xyz + 0. By 
Lemma 3 Corollary 1 we may therefore put 


z(y +20) _ ]„p-» 
z+y 


(20) | nix) = 
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77 
where 
(24) I= ——, 
ty 
u + 026 
(22) 9 +0%Ö 
and 
u=ox +o’%y, v=o?’r +0y. 
In the definition of V(x, x) we may put f, = ß, =«, and then 
l D—D: 2 D—D:! —1 
(23) vr) = m” a. n(* u = N;: 
Ze ® Br P 
where 
I, 
(24) Ih = a ( .) 
Pr 
and 
D—D: 
(25) m-n(* „'°)- 
sr\ # 
We shall transform these products in turn, starting with //,. By Lemma 3 Corollary 1 
we have 
(26) Norm (u + 26) = 3zyu, Norm (v + 26) = 3xyv, 
so 
(27) Norma =. 
Hence 





u u\-! 
p p 
Now 


u+v+(z+y) =0 


(",") er rn 
v pP ) p 


and so, by (2), 
which is equivalent to 


e) Tag ER 


Hence 


12, — 
o n.-(4°) 03) 
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We now transform /T, and note that 


.» __ (u + 0?z6) (v + 026) 
(30) BR (u+z6)(v +20) ' 


rn 





We shall evaluate the eight quantities 77 er g ‚ where ® runs through all the four fac- 





sin\ P 
tors occurring in (28) and Y is u + 026 or v + o%zö, the technique being that used | 
already in the proof of Theorem II. ; 

First, 
v + 026 — o?(v + 0%6) +(e —1)v =(0. 
Hence, by Lemma 9 and (26), we have 
v-+ 026, v 22Ö 
(31). een 
j Br | 
” PR o(0e — 1) ') fr —1)v, a K 
p p 
2. (7 ‘) 
p h 
In a precisely similar way we have 
2, \ 2 
(32), H ( +26,0 + er a > 0 ): 
IT, Kö p 
2-f 2 
(33); Hu (" + 0226, u + os ee Er ) | 
IE P p i 
and 
(34) _ m P +26, u + a Hr Wie n. 
21» R p 


Next, we have 
(v + 026) — (u + 026) + (u—ı) =0 t 
and so, by Lemma 9, 
v + 026, u + 026\ _ (3xyv, u— v Pr= 3ayu 
| P ) g ( p ) p ) 
_ f» u—o\ u—v, u 
(09) 
.fp, u 
-( p ) 
the last step being an application of (2). Similarly 


(36) _ n (" + u‘ + . f (" ). 


(35) + II 
Bir 





Next, we have 
(u + 26) — o(v + 0%Ö6) + ot =, 
and so 


(37); II 


(" +26,0 + te) won ie \ hr Pr 
Br 


P pP p 
Om F zyu, ) ( zyv, ae je 
- p p 





ac- 


sed 





Er 0 WER 
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Similarly, 


(38) m ( +26, u + . ai Pr. u x ki gr 
N ®1p p p p 


We now multiply (31)—(38) together taking the power + 1 suffixed to the equation 
number and, by (22) and (30), obtain 


m=n(* 2‘) 


IHREN 


u. II;, 
by (29). Hence, by (23), 
V(x,x)= IM, =1. 


This concludes the proof of the theorem. 


8. The global theory. The “first descent”. 


In 88 8, 9, 10, 8 is an algebraic number-field containing a cube root oe #1 of 1. 
If‘p is any non-archimedean valuation (i. e. corresponding to a prime ideal) we denote 
by 8, the p-adice completion of 8. Similarly we denote by ®,, G,, H, etc. the analogues 
of D,G, H etc. constructed over R,. 

We make once for all the assumption that d is not a perfect cube in $, that is 

dE(R*)®. 

It is however quite possible that d€ (83)? for some p, which is why we could not earlier 
exclude the possibility of d being a cube. 

By Lemma 1 there is a mapping of G into K*/(®*)? given by x > m(x) and having 
TG as its kernel. Let M be the precise image of G under this mapping, and let M, be 
similarly defined for every p. Finally, let M® be the set of elements of $*/($*)® which 
are mapped into M, for every p by the natural mapping of ®*/(R*)? into KF/(R5)?. Clearly 
M“) is a group and M is contained in M®, 


Lemma 6, permits us to construct M ” in a finite number of steps. Let N be the 
set of nE K*/(R*)® such that 


(1) v,(n) = (0 (mod 3) 
for every p for which 
(2) v,(d) = 0 (mod 3). 


Here v, is the valuation in additive notation, as in Lemma 6. Since only a finite number 


of primes p fail to satisfy (2), the group N is finitely generated. By Lemma 6 we have 
M®<«N. 


Let us denote by // the finite set of p for which 
(3) either v,(d) #0 (mod 3) or v,(3) #0. 
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By Lemma 6 an element n of N is canonically mapped into M,< 85/85)” provided that 
p$N. Hence M“ is precisely the set of elements of N which are mapped into M, for 
all the finitely many p in IT. 
The following lemma shows the connection between our work and Selmer’s. 
Lemma 11. A necessary and sufficient condition that m€ $* be mapped into M 
by the natural mapping of 8* into R*/(R*)®, is that for every p the curve 


(4) m-!X® +-mY®? +dZ? = 0 


should contain points defined over R,. 

This follows at once from Lemma 0 and the definition of M®. 

The next result is striking, but not very useful, except in one special case. 

Theorem IV. Let m,, m, € &* be mapped into M“ by the mapping of $* onto 
K*/(R*)® and suppose that m, $(R*)®. Then m, is the norm in ® of some element of the 
cubie extension R(m}'). 

> ” 
p 


By Theorem II we have 
for all p. Theorem IV now follows from Hasse’s theorem for ceyclic extensions that a 
number which is everywhere a local norm is a global norm. 

We shall need only the 

Corollary. /f m is mapped into M“ in the natural mapping of ®* into &*/(®*)® then 
it is a norm from K(d'). 

We may take m, = d, m, = min the theorem, since d = m(d), with d = (o®, — o, 0), 
and hence de M< M”. 

The Corollary may be deduced from Lemma 11 instead of the deeper Theorem IV. 
We may write (4) as 

—'/s Ys 
Norm (=. 
—Z 

Hence if m is mapped into M, then d is everywhere locally a norm from the extension 
Km’). Hence, by Hasse’s theorem already quoted, d is a norm from $(m'"). But now, 
by a well-known result which we shall be discussing in $ 11, it follows that m is a norm 
from $(d”), as required. 


9. The global theory. The “second descent”. 
Here we use the results of $5 to find explieitly a group M® such that 
(4) M< M® < MW, 


where M is the image of G/TG in R*/(K*)® given by x + m(x) and M is the group 
constructed in $8. The definition of M'® given here is different from that given in $ 1. 
That the two groups are identical will be shown in $ 11. 


Let H be the group of pairs (m, u) oceurring in Theorem I. We first repeat with 
the mapping x > (m(x), #(x)) of G/3G into H what was done in $8 with the mapping 
x > m(x) of G/TG into K*/(R*)®. Let J< H be the precise image of G/3G under the mapping 
x >(m(x), a(x)) and let J,, H, be the corresponding local groups. The natural mappings 








at 
Ir 


1) 


'o 


) 
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of K+(R*)? and D*/(D*)® into the corresponding local groups induce a natural mapping 
of H into H,. Let J® be the set of elements of H which are mapped into J, for every p. 
Clearly 

(2) J< IM, 
Finally, let M® be the set of mE K*/(R*)® such that (m, u) € J®, for some u. Then 
elearly (1) holds. It is quite possible, as we shall see in Appendix B tha tM(®2 does not 
coineide with M®. When this is so, M® gives more information than M( about M 
and so about the group G. 

We must now describe in more detail the determination of M®. 

Let m be any element of M® and m any element of $* mapped on m in R*/(R*)®. 
By Theorem IV Corollary there is a € D* such that 


Norm ß =m. 
Since m € M there is, for every p, a point x, defined over 8, such that 
(3) m(x,) =m 


where, by an abuse of notation which we shall continue to commit, we have written m 
for the natural image of m in RER). By Lenuma 4 there is some /, € 8% such that 


(4) Aa) = BP». 


Further, m is in M® if and only if we can choose the x, so that I, is in ®* and independent 
of p. That is there is an [€ 8* and points x, €G, such that 


(5) me)=m, Al) = he. 


Let us denote by x,, I, some fixed solution of (4). By Lemma 1, since m(x%,) = m(x}), 
there is some X, defined over 8, such that 


x, =x,+ TÄ,. 
By Theorem I, it follows that z(%,) = a(x,) m(X,), and hence 
i=Lm&,). 


Here , ” m(X,) are the images in DE/(D#)? of L,h, m(X,) in RF/(R%)’. The kernel of 
this mapping is clearly just the set of powers of d. Hence 
T=1L,m(X,) d' 

for some t. Denoting, as before, by M, the image of the mapping x > m(x) of G, into 
DI/D5) we thus have 

(6) I,€M, 
since d = m(o?, — o, 0) € M,. Conversely, if L, is defined by (3), (4) and if I satisfies (6) 
then there is an x, satisfying (5). Hence the solubility of (5) is equivalent to that of (6). 

In $10 we shall find necessary and sufficient conditions of a rather sophisticated 


nature for the solubility of the set of conditions (6). Here we made only a general remark 
about “second descents’” in general in the framework of $ 2. In order to start the second 


descent meaningfully with m there must be some Ri with Norm ß = m. That Hasse’s 
Theorem on the relation of local and global norms shows that a ß exists whenever m € M 
is a special case of a similar result applying to all “second descents” of the general type 
mentioned in $2. In the second place, once ß has been found, the question whether a 
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second descent is possible or not is equivalent to finding a number having certain pro- 
'perties (6) in the ground field 8, not as one might expect, in the extension ®. This again 
is a feature common to all second descents. There are clear affinities with the work of 
Redei [8] on the determination of the l-class group of a cyclie algebraie extension of 
degree !. I hope to deal more fully with these topics later. 


10. The global theory. The reeiproeity theorems. 


In this section we define a “multiplicative bilinear form’ 


U(m,, m,) 
for m,, m, in M®. Its value is a cube root of 1 and it will have the properties: 
(4) Ä U (m,m,, m;) = U(m,, m,) U(m,, m,), 
(2) U (m,, m;m;) = U(m,, m,) U(m,, m;). 
It will be skew-symmetric, in the sense that 
(3) U(m,, m,) U(m,, m,) =1. 
Finally it characterises M®; m, is in M® if and only if 
(4) U(m,, m;) wo 


for all m, € M®. 
We define U(m,, m,) as follows. Since m, € M® there is, to every p a point x, 
defined over 8, for which 4 a 
m(%,) = mı. 
By Theorem IV Corollary there is a B, € D*+/(D*)? such that 


(5) Norm ß, = m,. 
Then . 
(6) Um, m)=IHO au g 
» 21 P 


The infinite product is meaningful since ww. —= 1 for all except a finite number 


of ®, by Lemma 7. We first show that U(m,, m,) is independent of the choice of x: 
Suppose that 

m(x,) = m, = m(x,). 
Then 

x, —=x,+tX, 

by Lemma 1, where X, is defined over &,. Then 

Al&,) = A(&,) M(X,), 
by Theorem I. If x, is substituted for x, in the righthand side of (6) it is thus multiplied 
by the factor 


a (> A) Bi 


(= 


by (5) and Theorem II. 
There is a concealed application of Theorem II here since the mapping of m(X,,) 


into m(X,,) has kernel the powers of d. But 4 —= 1, by Theorem II. 
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Next we show that the expression (6) is independent of the choice of B.. We do 
this by showing that it is equal to a function not containing f,. Since m, € M® there is 
a ß, with 

Norm ß, = m... 
Then En 

nlx,) = AP” 
for some 1, € KE/RF)? by Lemma 4. Hilbert’s product formula for the Norm Residue 
Symbol states that 


FR 9, ® 
(7) anal, )=! 
» ®|» 
for all ©, ®€ D*. On applying this with © = ß,? 2", ® = ß,, we have 
(® Uli) u au (>) = 20(®,") 
» ®l» P p pP 


Theorem V. The function U(m,, m,) satisfies the identities (1), (2), (3). 
The identities (1) and (2) follow at oncc from the definition. We shall deduce (3) 
from Theorem III. Let &,1,%ys be defined over 8, with 


M(X,ı) = Mm, M(Xye) = My. 


By (6), 
(9) U(m,, m.) U(m,, m,) = IIW,, 
p 
where 
(x ), Pa u(x 2)» ß 
W=II P pl I ( p ) } 
a PB Ir 8 
Then 
(10) W a ( 1 " 
R 8 P 
by Theorem IIl, and so 
IIW, =: 


by Hilbert’s product formula. 

The next Lenıma is the key to the remaining results of $ 10. 

Lemma 12. Let 1, € K5/(R%)? be given for every p and suppose that 

(11) 0,(,)=0 (mod 3) 
for all except a finite number of p. A necessary and suffieient condition that there exists an 
LE K+(R*)? such that 

(12) I,€eM 
for all p is that e 

(13) n(",”)=1 


p 
for all me M®. R 
The condition (13) is certainly necessary. For suppose that ! exists. Then 


(4) 
p p 


11* 
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by Theorem II, for every m€ M®< M,. Hence 


n 


1,m L, m 
, =: u —1 
a('y)-n(",”) 

by the product formula for the Norm Residue Symbol. 


The proof in the converse direction is less simple and follows the lines of a well- 
known type of proof in class-field theory. 


Let IT be a finite set of primes with the following properties. 
(i) IT contains all p with v,(d) = 0 (mod 3). 
(ii) IT contains all p with v,(3) #0. 
(iii) /T contains representatives of all ideal classes. 
(iv) IE kER* and 
kE(R5)? (all p€ 72) 
v,(k) =0 (mod 3) (all p$ IT), 
then k€ (8*)?. 
Such sets /T exist (cf. Chevalley [2]). We may also suppose // so large that 
(14) v,(4) = 0 (mod 3) (all p& IT) 
for any particular set of l, under discussion. Then we shall show that an l exists such that 
(15) v,()) = 0 (mod 3) (all p€ IM). 


Under these circumstances condition (12) is automatically fulfilled for all p& IT by 
Lemma 7. Further, by (14) and the same lemma we have 


(16) } -1  pim 
and so (13) takes the shape e 
(17) a (r ") 1. 
ven \ P 


Denote the direct product of RF/(K#)? for allp € ITby}. Ifa€% then a has com- 
ponents a,E KF/(R5)?. Denote by N the subgroup of % for which a,€ M, for all p& IT. 

There is a natural mapping of the group % (say) of € K*/(R*)® which satisfy 
(15) into $ which maps ! into the a for which a, is the natural map of l into K$/(R%)? 
for every p. Let the image of this mapping be denoted by DO. By (iv) in the definition 
of IT we have the isomorphism 


(18) D=zR8 
(> means “is isomorphic to’). Clearly 
(19) ONNzM", 
To every m € M® there corresponds a character » on X defined for a€$ by 
(20) o(a) = MI (* ) 
ven \ P 


By (iv) in the definition of IT we have 
(21) 2= MM, 











ll- 
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where 2 is the group of characters » given by (20). By Theorem II if we RandaeER 
we have 


o(a)=II % "7 
yen\ P 


= Hi=i, 
pen 
since me M®< M, and a,€ M, by the definition of R. Also, if wE Q and a€Q, so 
a, =1 for all p€ IT with an lE K*/(8*)? satisfying (15), we have 


by (ii) of the definition of // and the product formula for the norm residue symbol. 
Hence 


(22) o(a) =1 (all wE 2, all aEDN), 
where ON is the group of 

(23) a=adad, aMED, aIEN. 

We shall show below that 

(24) (order of %) = (order of DO) (order of N). 


Let us assume this for the moment. Then, by (19) 
(order of ON) (order of M®) = (order of F). 
Hence by (21), the relation (22) completely characterises the ae OR: if a€E$ is such 


that w(a) =1 for all wE Rthen ae DON. On recollecting the definition of 2, DO, N one 
sees that this is precisely the assertion of the lemma. 


It remains to verify (24). The group Q is isomorphic to 2, whose order is well 
known to be 3"*?, where n is the number of p in IT and 2g is the absolute degree of 
the field & (cf. e. g. Chevalley [2]. The field & is totally complex since o€ 8 and so has 
precisely g “infinite primes’”.) Hence 

(25) (order of DO) = 3"+°, 


Further, N is the direct product of the groups M, whose order was determined in 
Lemma 8. If N denotes the absolute norm we thus have 


order of R = II (3Np "%) 


pen 
= 3"N(T) 
(26) = 3" +0 
on using condition (ii) in the definition of IT, namely that it includes all p with v,(3) # 0. 
Similarly, again by Lemma 8, 


(27) (order of 3) = 3"+n, 
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Then (24) follows from (25), (26), (27). This concludes the proof of the lemma. 

Theorem VI. Let me M®. A necessary and sufficient condition that m€ M® 
is that 

(28) U(m, m) =1 
for all m'€e M. 

We recollect that m € M® if and only if there exists a u, € D*/(D*)® and points x 
defined over K, for every p such that 

(29) m(x%,) = m, u(&,) = iı- 

Suppose first that m, € M®. Then in (6) we may substitute «, just defined for 
u(x%,) for every p. The right-hand side is then 1 by Hilbert’s Produet Formula. 

Let us now. assume that the condition (28) is fulfilled. It was shown in $ 9 that 
finding a a, to satisfy (29) is equivalent to finding an le K*/(R*)? such that 

(30) IL,€eM,, 
where 1, is given by a 

m(s)=m, ul) =1,BP”. 

Here ß is any element of D*/(D*)® with norm m and x; is any element of G,: 

By Lemma 7 we have 
v,(L) = 0 (mod 3) 

for all except a finite number of p, so the criterion of Lemma 12 applies. By Lemma 12 
there is a solution 2 of (20) provided that 


54 


(31) n(" m ) ni 
p p 
for all m’ € M®. But now, by (8), the left-hand side of (31) is just 
U(m, m'), 


that is the conditions (31) are identical with the conditions (28) of the enunciation of 
the theorem. Hence by Lemma 12 an / exists, as required. 


11. An alternative approach. 


We now discuss an alternative approach, which is substantially one of those used 
by Selmer. We show that it is equivalent to that adopted here. The proof of the equi- 
valence yields new results, in particular it gives a generalization of Theorem II. 

We start by making only the general assumption that & is a field of characteristie 
other than 3 which contains a cube root oe #1 of 1. By Lemma 0 the determination 
of the group G/TG was reduced to the question of the existence of points X =(X, Y,Z) 
defined over $? on curves ()„ with equations 


(1) m-ıX? tmY® +dZ°=0, 


where m€ 8*. When me€(#*)?, the curve (1) corresponds to the neutral element in 
G/tG and so we may confine ourselves to 


(2) m $ (8*)®. 
Then any point on (1) has 
(3) Z +0. 
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It is natural to examine (1) directly. It may be written in the shape 





(4) Norm„A =d, 
where 
1! Ys 
(5) rn Xm + Ym 


—Z 
and Norm, denotes the norm from $(m”*) to 8. We shall similarly now write Norm, to 


denote the norm from &(d’*) to 8. The treatment of $6 turned on the existence of 
an «€ K(d’*) such that 


(6) Norm, (&) = m. 


It was already remarked that the existence of A satisfying (4) is equivalent to the 
existence of an «& satisfying (6). From one point of view this is because the existence 
of x or A is equivalent to the existence of cubic extensions of $(m’*, d’*) which are 
normal (Galois) but not Abelian over &. The following lemma, which can hardly be new, 
sets out the equivalence in detail. We denote the automorphism 


m’: > om’ 
of K(m’*) over & by?) M. We work in the algebraie closure of 8 and have chosen the 
notation with later applications in mind. 


Lemma 13. Let A € &(m’') be any solution of Norm,, A = d and let j be any element 
of &*. Let w,, ®,, ®; be defined by 





3 _ ;y1-M: oa _ de @ _ dh 
©, = jA ’ @, 4m © - A ’ 
so that 
(7) Ef 55 7, ET or 
(8) ww — I; 
and 
(9) A=dı2ı, ud, ed, 
[OP (0g [OR 


Let ®,, ®,, 9, be defined by 
td, = +, + 
(10) td, = w, + 00; + 0°@; 
rd, = 0, + 0°0; + 0@;, 
where T=o — 0? = Yr-3. Put 


(11) k = 9,9,9;. 

Then 
ker. 

Suppose that k #0. Then 

(12,) x = m’ Dre ga’) 

d; 
and 
02 02 
ee | ee 

(12,) «a —=m 3,’ & Eu 3,’ 

so 


Norm, x =m. 


3) There can be no confusion with the use of M to denote a subset of K*/(R*). 
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Further, the process leading from A to « is substantially reversible, since 


(13) 9 —kad-D ka Bu kal-? 
and 
— wm, =, +, +% 
(14) — 9, =d, +00, + 0°% 
— 0, = d, + 0?d, + 005. 


Finally, the values of « and of 5 are independent of j and depend only on 4. 


The j€ &* was introduced mainly in order to have a symmetry with k when « 
and A, m and d are interchanged. 


The proof of Lemma 12 is routine and so need only be sketched. Let 
€ = R(m’", d’", w,, ®,, @;). 
The automorphisms M, D may be extended to € by putting 
(m’? = m’, (at = de 
= 9, @ =@, @ = @y, 
and 


D__ a. ne 
oo = 09, a =0@, W = 00;:. 


The extended automorphisms M, D are still of order 3, but no longer commute, and the 
group of € over $ is generated by them. Further, 


Ur =D, o = od, d kon 0°d,, 
and 
”% =d, 7 =D, % =». 
The statements of the lemma are now readily verified. 
We must also examine what happens when 4 is replaced by another solution 
A’€ K(m’") of Norm, 4’ =d. By Hilbert’s Satz 90 we have then 4’ = A E17# for 
some ZE€ K(m’"), and Z£ is determined up to a factor in R*. 
Corollary. Suppose that 
(15) 2m a « m agı-D* 
with 
ZER(mM"), EEK) 
are related as A, « are in Lemma 12. Then, on multiplying E with a factor in 8 if need 


be, we have 
EZo, + 02Mo, + ZMw; 








16 — 
(8) : @, + 00; + 0?w; e 
(17) g 9 +59 +7 
E ++ 
in the notation of the lemma. Further, 
(18) n Norm, 8 = 3 Norm, & 


in an obvious notation. 
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It is readily verified that £€ ®(d’) where & is defined by (16) and conversely if 
£€ ld’) then (17) gives a FE Km’). The rest follows on noting that we may put 





" = j Norm £ 
and 
o =&0, 9 = EM, 0, = Eon, 
Then 
Dt 2 Pose ee er er > 
and 
k =9%9 = k Norm, E. 
The next lemma establishes the relation of Lemma 13 to the problems of the paper. 
Lemma 14. Let 
—ı, ıs 

(19) 4 M 5 y m 2 
where 

(20) m-!X®? +mY? +dZ?=0 


and X, Y,ZER. Let 
x = o0?m-!X® + omY? + d2Z® 





(24) y=.om-!X® +0?mY? +23. 
2 =—3XYZ. 
Then in the notation of Lemma 13 with 
(22) j-1 
we have 
23 RT, 
(23) Er. 
(24) „D—D' v.. Y + 26 
— 23 ’ 
and 
s __ t(y + 26) 
(25) % = ka 2 58 


We evaluate first the cyclic symmetric functions of ®,, ®g, @z: 
(26) @ + w + w$ = Spur, 41-4 

= {Norm,, A}! Spur, 4?+M 

__ —3(e?m-'X® + omY°®) 





dz® : 
(27) oo + 00, + 0, = dA} + AU} + Aw} 
— d”"* Spur,, 4 
=U, 
(28) 0% +0 + mo = dat + AH + ATtaR} 


= d'. Spur, A! 
= d’' {Norm,, A}7" Spur, AM+M 
.—3dhXY 
dZ? 
Journal für Mathematik. Bd. 202. Heft 1/2 12 
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Finally, we recollect that 
(29) 0, =j—1. 
Hence 
= rd,0,d; 
= 0 + 0 + 0 — 30,0, 
_ Em X? + em? + 429) 
2 dZ® | 
— 9r 
z+y’ 


which is (23). Further, 
Pd =(o ++ m) 
= fo} +3Fwio, +3 20,0; + 60,0,0; 
7R - {0!m=!X® + omY® + 3d’«X YZ — 2dZ°} 
BR... 
7 
since m-!X? +mY? +dZ°?=0. This is just (25). Finally, 
. 
v02d; 
so (24) follows from (23) and (25). This concludes the proof of the lemma. 

The relationship (21) between x and X is precisely the same, as that between the x 
and X in the proof of Lemma 0. Further, the right-hand side of (25) is precisely the 
u(x) which was used to define z(x) in (4) of $5. Theorem I shows that (x) is deter- 
mined by the coset of x in G/3G. An examination of how this is reflected in the point X 
on (/„ leads to the following theorem, which generalizes the first part of Theorem II. 

Theorem VII. Let m,, m, be in $* but not in (®*)?. Suppose that there are points 
X,,X, defined over & on 

(30) Cu: m 'X +mY; +df =0 j-1,2). 

Then m, is the norm of an element of &(m}'). 
Let &,, x, be the corresponding points on (/ = (/„, given by the last lemma. The point 


(31) =xX% +7% 


is in the same coset as x, modulo zG. Hence m(x}) = m(x,), and x| corresponds to a 
point X) = (X), Yı, Zı), say, defined over &, which also lies on ()„,: 


m'X?+mY? +dZ°=0. 


{— om”! X® — o!mY° — dZ° + 3d’"XYZ}, 


& 


Put 
A 





mt X + mieY; 


ze > 





so 
Norm,,, 4 = Norm, 4’ =d. 
Then 
A' Aü AZIM 


for some Z€ K(m}). 
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Let now «, &', £€ $(d") be defined as in Lemma 13 and its Corollary with m = m, 
and j=1. Then 

(32) a = af!” 
and 

(33) k' Norm,,, Z = k Norm, €, 


since we have put =’ =1. Further, by Lemma 14, 
u(x,) = ka?» 


and 
u(x) = k'(a PP, 


Here, by (32), 
(«PD — „P-2*E8D/Norms & 


and so, by (33) 
„(x) = {Norm,, EYE? u(a)). 
But now by Theorem I and in the notation used there with m = m,, we have 
A(x) = M(x,) u(&) = mal), 
where m, is the image of m, in D*/(D*)®. Hence 
m, = (Norm, Z)-!d!k? 
for some integer t and some k€ ar. Since d = Norm,,, 4, we have 
m, = Norm, (E='4!k), 
as required. 


Our next objective is to prove the equivalence of our formulation of the ‘‘second 
descent’’ with Selmer’s. Selmer writes the equation 


(34) m-ıX3 + mY® + dZ? = 0 


m',X + m’ıY 
nn | . 


(35) Norm„A=d, 4=- 





He tries to find A in the shape 
(36) A = A,9%/Norm„ ©, 
where @€ $(m’*) and A, is some fixed element of &(m'*) with 
Norm„ A, =d. 
He shows that essentially only a finite number of A, are possible by general congruence 
conditions and for these he examines (36) in all local completions of . 
The fact that A in (36) can be written in the form (35) is equivalent to 
(37) Spur„ A = Spur„ 4,9? = 0. 
Conversely if © is any solution of (37), possibly with Norm © = 0), we have 
(38) 4,9 = m""X + m'ıY 
for some X, YES, and so 
m-ı!X3? + mY? +dZ? = (0. 
with 
(39) Z = — Norm, 9. 
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The following lemma, due in essence to Selmer, reduces the local consideration 
of (37) to only a finite number of valuations p (cf. Lemma 6 Corollary). The proof follows 
Selmer’s. 


Lemma 15. Let 8 be an algebraic number-field and p a valuation such that 

(40,) v,(m) = 0 (mod 3), v,(d) = 0 (mod 3) 
and 

(40,) v,(3) = 0. 
Let Au€ 8,(m’") with Norm, A,=d. A necessary and suffieient condition that there 
ezists at) @€ 8,(m"*) other than 0 such that 

Spurm 4,9 = 0 

is that 

(44) vg(4 ") = 0 (mod 3) 
for all extensions ® of p to K,(m""). 


Suppose, first, that © exists. Since Norm A,=d=+0.and 9 +0, we have 
A,9? #0, so 


(42) 4,9° = m""X + m’"Y 
for X, YER,, not both 0. We show, next, that we may suppose without loss of 
generality that 
(43) Z=—Norm9 +0. 
Indeed if (43) is false we can, since we are in a p-adic field, take a point (X’, Y’, Z’) 
arbitrarily close to (X, Y,Z) with 
m-ıX® +mY'’+dZ?=0, Z’ +0; 


and then the equation (42) with @', X’, Y' for ©, X, Y determines a ©’ arbitrarily 
close to ©. 


Let ® be any extension of p. Since 


(44) 4,9 + Ay (O4)? + 4, (O0, 
at least two of the three quantities 
(45) = rg {Ag (ON = gl) (mod 3) 


must be equal. Further, 
vd LI +09) — v4 Norm, (4,0?) 
= vg(d) + 30, Norm, © 
=() (mod 3). 
Hence 
u) = v9) = v9) (mod 3) 
which implies (41) by (45). This proves one half of the theorem. 


It remains to show that a © exists when the condition (41) is satisfied. Since p 
does not ramify in $(m’*) by hypothesis, there are only the two cases (i) p splits and 
(ii) p is inert, which we consider separately. 





*) By 8, (ms) we mean the p-adic completion of $(m'®), so 8,(m'%) is not necessarily a field. 
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Suppose, first, that p splits. Then R,(m’*) is the direct sum of three fields each 
isomorphie to 8,. Let i be one of the three conjugate mappings of ®,(m"*') into 8,, 
and let 

(ah, (j=1,2,3). 
It is enough to show that the equation 
(46) ah ta +a—=0 
has a solution (t,, t,, 23) # (0, 0, 0) with, €E 8,(j = 1, 2, 3), since then we may define © by 
i(9M’) = 1, (j=1,2,3). 
The condition (41) implies that 
dv, (e,) = d, (e) = v,(e3) (mod 3). 
By absorbing constants into the unknowns t,, i,, i; we may suppose without loss of 
generality that the v,(e,) are all equal, and then, by multiplying (46) throughout by a 
constant, that the v,(e,) are all 1. We have already seen in the proof of Lemma 6 that 
this equation is soluble. 

Now suppose that p is inert. Then (41) is automatically true. There is certainly a 

point X defined over 8, on 
m-ıX3 + m}? +dZ?=0, 
by Lemma 6, and we may suppose, as before that Z +0. Put 
m"»X + m’!ıY 





=, 
so 
Norm„ A = Norm„ 4, =d, 
that is 
A=4A,H 
where 
Norm„H =1. 
Since p is inert, we have 
(47) vg(H) =1 
for the unique extension ® of p to 8, (m”*). Since v,(3)=0 by hypothesis, (47) implies that 
H=@ 


for some © € &,(m’"), on using again the fact that p is inert. Hence 
Spur» 4,9? = Spur„ A=0, 
as required. 

The next theorem gives the equivalence of our formulation of the ‘second descent” 
and Selmer’s. 

Theorem VII. Let $ be an algebraic number-field and let M, M'® etc. have the 
meanings they have in $$ 9,10. Let me R* and let its image m in R*/(R*)? be in M. 
A necessary and sufficient condition that m€ M'® is the In 

There is a A,€ K(m’") with 

(48) Norm 4, =d 
such that, for every p there is a ©, € 8,(m’"), other than 0, with 

(49) Spur, A = 0. 





Cassels, Arithmetic on Curves of Genus 1. I. On a conjeeture of Selmer. 


We show first that if a A, exists with the stated properties then m€ M®, 
The condition (49) means that 
(50) 4,9% = m"X, + m'Y,, 
where X,, Y,„E X, are not both 0 and 
(51) + +dl =0 
with 
(52) Z, = — Norm 6,. 
As in the proof of Lemma 15 we may suppose without loss of generality that 
(53) Z, #0. 
Let k,, %, = (2,, Yp, 2.) be related to X, as k, x are to X in Lemma 14. We may suppose, 
as with (53), on making a slight change of X, if necessary, that 
(54) I Ypy #0, 
and so 


(55) k,= 


Tax 
— + 0 
%p + % 

Let ©, be an element of &(m’), which we shall dispose of later, for which 
Norm„ ©, # 0. We write 

A, = 4,9%]Norm,, 9, 
and 
A, = 4,9% /Norm,, @,. 

Let k,, x, and k,, &, be defined as in Lemma 13 with j=1 and A,, A, for A respectively: 
so k, is given by (55) by Lemma 14. Put 

(56) Mahn Ed, „aha ED. 
By the independence of a finite number of valuations, we may choose ©, so close to ©, 
in the p-adic topology that 

(57) Hl € (85) 
for all primes p for which 

(58) either v,(d) = 0 (mod 3) or v,(m) #0 (mod 3) or v,(3) #0. 
For these p we certainly have 

m (x%,) e7 m, 1(%,) RE Hy > An: 
For the remaining p it is enough, by Lemma 6 Corollary, to verify that 
vp(A)=0 (mod3) (all Pip). 

But now, by Lemma 14 with A = A,, we have 


4 =. 


Hence it is enough to verify that p does not ramify in the field K(m’*, &,, ®,, ®;) to 
which ©, belongs. Now p is unramified in $(m’*) by hypothesis. Further, the @; are in 
Km’) and are just A!” and its conjugates, since j= in the notation of Lemma 13. 


Since (49) is soluble, we have, by Lemma 15, 


vg(0)=0 (mod3) (j=1,2,3) 


for all extensions ® of p to K(m’*). Since also vg(3) = 0, it follows that ® is unramified 
in R(m’*, &,, @,, ®,), as required. 
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This concludes one half of the proof of the equivalence enunciated in the theorem. 
The proof that if m€ M® then A, with the stated properties exists is similar, and may 
be omitted. 

Selmer writes his auxiliary equations not in the shape 

(59) m-ıX3 +mY? +dZ? = 0 
but in the symmetric shape 

(60) ax’ +bY'! +c2°=(, 
where 

(61) abe =d. 
That (60), (61) is equivalent to (59) is seen by multiplying (60) by ab and putting 

a 


X=aX', Y=bY, Z=Z, m=;. 


The equations (60), (61) are symmetric in a,b, c, and so as well as working in the field 


1; ı; Y, 
a((;) ) it ıs natural also to work in the fields s((2) ) and s((2) ) Selmer found 


that if the condition in the last paragraph of the enunciation of Theorem VIII is satisfied 
in one of the three fields then it is satisfied in the other two. Since 
BL u a 
Er. 3) ae 9) 
this follows from Theorem VIII and the fact that d€ M < M® because it corresponds to 
x=d=(0%, —e,0)on +y+d?=0. 


Appendix A. Adjunetion of p. 


In the theory so far we have always assumed that the ground-field contains a 
cube root o + 1 of 1. Thus in order to apply the theory to, say, the rational field we must 
study the effect of the adjunction of o. 

Let 8, be an algebraic field not containing o and let 8, = &,(e). Consider the 
groups G,,G, of points on (): 

2 +y’+d?=0 
defined over 8,, &,, respectively, where (), of course, is defined over 8,. We show that 

(1) a 2ro, 
where r; is the maximum number of linearly independent elements of G,. This result is 
probably not new, and the idea of the proof certainly is not. 

We may consider G, as a subgroup of G,. The automorphism o > o? of $, gives an 
automorphism x > x’ of G,. The elements of G, are just the elements of G, left unchanged 
by this automorphism. Further, (7x)' = — x’. If x€G, we have 


2x = (x +x) +(xr — x), 


where x + x’ and r(x — x’) are in G,. Hence if &,,..., %,, is a maximal set of linearly 
independent elements of G,, then 
ee re, 


1.) r, 


is a maximal set for G,. 


If the structure of G, has been determined, that of G, is thus known, apart from 
elements of finite order. In the particular case when $, is the rational field, it is well 
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known that G, has no elements of finite order, and it is easy to see that G, has only a 
cycle of order 3. 


[For the criterion of Theorem I shows that (o?, — o, 0) and (oe, — 0%, 0) are not of 


the form ıx, x€G,. Hence there are no other elements of order a power of 3. If there | 


were a point x of finite order prime to 3, then we should have x = r*x for some k >. 
But it is readily verified that the transformation x > tx increases |z| strietly, when 
the coefficients x, y, z are normalized so that x, y are a pair of integers without common 
factor. ] 


Appendix B. A numerical example. 


We sketch here a proof of Selmer’s result that there are no points x # (1, — 1, 0) 
defined over the rational field R on the curve 

(1) 3 +y+d?=0 
with 

(2) d = 5610 =2-3-5-11-17. 


For his proof Selmer had to use information about 40 = # (3*—1) different cubie 
fields: class numbers, units, factorization. Here we manage with rather less information 
about only one field. 


Before discussing the numerical material we adapt the formula (8) of $ 10 more 
usefully for calculation. We use the notation of $ 10. Let ! be any element of $*. Then 
we have " 


I, m 
3 
o a(',") 
by the product formula for the Norm Residue Symbol, and so 
rn 
(4) Uli) = ei 
» 


We use the auxiliary number I to restriet the set of p over which the product on the 
right-hand side of (4) must be taken. Let p be such that 


(5) v,(3) = 0 v,(d) = 0 (mod 3). 
Then 
vg(al))= vgl? =?) =0 (mod 3) 
for all ®|p by Lemma 7. Suppose / is such that 
(6) vg(lBP=2) = 0 (mod3) (all P|p). 
Then 
v,(L)=0 (mod 3), 


since p does not ramify, by (5). Further, 


v,(m,) = 0 (mod 3) 
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by Lemma 6, and so, using (5) again, we have 


m, er 
’ == 1. 
v3 


If 8 has class number 4, which we now suppose, we may choose ! so that (6) holds for 
all p outside the set (5). Then the product in (4) need be taken only over the p for which 
(5) is false. 
Next, when 
v(8)=0, v,(d) #0 (mod 3), 


then by Lemma 7 Corollary 1, has the simple shape 


(7) ,=60 m, (m, € M,), 

where 
v,(m,) = t(p) v,(d) (mod 3). 

In evaluating U(m,, m,), the m, in (7) may be ignored by Theorem II. Hence one need 
consider in detail only the p with v,(3) #0. 

We now return to the particular case when d = 5610 and work in the Eisenstein 
field 8& = R(o), where R is the rational field. The group of m such that 

m-!X? +mY? +dZ2?=0 


is everywhere locally soluble is generated by 2, 3, 5, 11, 17 modulo the cubes, as is 
easily seen. That is, in our notation, the group M“ is the direct product of five cycles 
of order 3 whose generators are the images of 2, 3, 5, 11, 17 in K*/(R®*)®. By Hasse’s 
theorem about norms in cubic fields there are «€ D = Rd’) with 


Norm «®P —=g (g = 2, 3, 5, 11, 17). 


If the «® are to be found by a search with a computer, it is convenient to take them in 
the shape 
r+sö 





y MD — Fr 
(8 re x 3, ö=d". 
Then r,s,t,u€ 8 have to be found such that 
(9) r? + ds? — gt? — gdu?= 0. 


In the first place r, s, t, u are only known to exist in the Eisenstein field £ = R(o), but a 
routine trick shows that in fact a solution r, s, t, u exists in rationals. [The equation (9) 
represents a surface in 3-dimensional projective space and if (r, s, t, u) is a point on it 
defined over 8, then so is its complex conjugate (7, 5,t, u), and the line joining these 
two points cuts the surface in a third point, which must be rational.] The values of «® 
found by Mr.Swinnerton-Dyer on EDSAC are given in the accompanying table. A moment’s 
consideration shows that there must be an [DE K* such that „OP = M(«M)D—2* ig 
an ideal cube, i. e. 
vg (u®) = 0 (mod 3) 


for all valuations ® of ®. This is also given in the table. 


Journal für Mathematik. Bd. 202. Heft 1/2 











98 Cassels, Arithmelie on Curves of Genus 1. I. On a conjecture of Selmer. 




















Table 1. 
i „a pe 
a 188 +36 ıBchfte. 
151 —25 —2+630 
R 87 + 1015 + 15480 
j 145 — 133 —2+7e 
4 — 76 77 + 750 
” 55 + 36 218 + 990 
125 —75 — 119 + 99g 
. 225 — 11 (1 +60) (7 —9e) 
135 — 75 (5 + 6e) (16 + 9e) 


A slightly tedious but not difficult caleulation then gives the following table of 
values of U(9,,9,). 








Table 2. 
4 9ı 2 3 5 41 17 
2 1 0? 1 1 0 
3 0 1 0 1 0 
B) 1 0? 4 0? 0? 
11 1 0 1 0? 
17 0? 0? 0 @ 1 

















The matrix of Table 2, considered multiplicatively, is clearly of rank 4: the only m 


such that U(m, 9) = 1 for every g are the powers of d. Hence G/7G is of order at most 3, 
where G is the group of points on the curve over the Eisenstein field R(o) = 8. Since 
G is finitely generated and contains the points (0°, — o, 0), (o, — o®, 0), (1, —1,0), 
they must be the whole of G. This proves the assertion made at the beginning of the 
appendix. 


Appendix €. Synopsis of notation. 


In this appendix we list the most frequently used notation for the reader’s con- 
venience. $ is the ground-field. It is of characteristic + 3 and contains a cube root o #1 
of 1. Further, 





T=oe— e=V—3. 


X* is the multiplicative group of elements + 0 of &. The natural mapping of $* onto 
K*/(R*)? is denoted by a tilde (”). 








of 


Sp) 
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D is the ring of expressions r + sö + tö2, where 6? =d€ * and r, s, t run through $. 
D* is the group of elements of ® with non-zero norm. The natural mapping of D* 
into D*/(D*)’ is denoted by a eircumflex (”). Further, ö, is an element of 8 with ö3 = d, 
if such exists. The automorphism 

ö> 0 

of D over # is denoted by D, written as an exponent (ß > PP). 

Except in $ 2, () is the curve of points x = (x, y,z) on 

e+yP+d’=0. 
Three special points are 
le (1,—1, 0), d= (o?, u 2) 0), —d = (0, —__ , 0), 

where rd = 0. The additive group of points on () defined over 8 is G. 

If x€G then 
ox + 0*Y t(y + 20) 
EL, u) = III. 
ot + Ey z+Yy 
If these are in $*, D* respectively then m (x), #(x) are their images in K*/(K*)?, D+/(D*)® 
respectively. Otherwise they are defined in $$ 3,4 respectively. The group M is the 
group of m(x), x€G. The groups M® and M® are defined in $$ 8, 9 respectively. 

H is the group of (m, 1 8?-?') where Norm B = m, 1ER*. 

p is a p-adic valuation of 8. When & is an algebraic field, then , is its p-adie elosure 
and quantities or groups with a suffix p relate to 8,. The value v,(k) of ak€ & with 
respect to p is that integer v such that kp” is a p-adic unit, when p is a prime element for p. 


m(x) = 
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Über die Funktionswerte der p-adischen Reihe 3 p®) 2. 


Von Orhan $. Icen in Istanbul. 


$ 1. Einleitung. 
Es werden jm folgenden die Funktionswerte für rationale Argumente der auf dem 


p-adischen Gebiet überall konvergenten Reihe 5 p®) 2” (a > 0, ganzrational) einer ersten 
„=0 


Untersuchung auf ihren Irrationalitätscharakter unterzogen. Den. Anlaß dazu gab die 


folgende von H. Hasse mitgeteilte Verallgemeinerung und Verschärfung einer Vermutung 
von T. Szele: 


„Die (offenbar konvergente und irrationale) p-adische Reihe 5 |: wobei 
‚=0 
a>0,a,b,c ganzrational sind, stellt eine transzendente Zahl dar“ !). 


Die Ergebnisse des nächsten Paragraphen ergaben sich bei einem Versuch, die obige 
Vermutung mit der Methode einer früheren Arbeit?) anzugreifen, und sind vielleicht als 
ein erster Beitrag in dieser Richtung anzusehen. Die Definitionen und Hilfsmittel der 
oben zitierten Arbeit werden hier weitgehend benutzt. Die wichtigsten Abweichungen 
in den Hilfsmitteln stellen wir in den folgenden beiden Hilfssätzen zusammen: 


Hilfssatz 1. Das lineare System 
Za,2,—=0 Geil..., 
j-1 


in dem a;, für alle i, j ganze rationale Zahlen sind, besitzt im Falle n > 2m eine nichttriviale 
Lösung in ganzen rationalen &,, a, . . -, Zn, welche der Abschätzung 


1 
||. Sn(B,B,--- Bn)"=" j=1,..,n) 


n 
genügen, wobei B, = Max | a,, |. bedeutet. 


j=1 \ 

Der Beweis ist entweder aus dem Satz 3 von Kap. I $A von Th. Skolem, Dio- 
phantische Gleichungen, Erg. d. Math. Bd. V, Nr. 4, Berlin 1936 durch Spezialisierung zu 
entnehmen oder auch direkt durch einen Schubfachschluß leicht zu erbringen. 


*) Die ursprüngliche Vermutung von T. Szele stammt aus dem Jahre 1948 und lautet: „Die dyadische 


© [4 
Reihe 5% 9) ist mindestens vom dritten Grade irrational.‘‘ Diese Information sowie die Anregung zur Beschäfti- 
„=0 


gung mit dieser Frage verdanke ich H. Hasse. 
2) 0. $.Igen, Eine Verallgemeinerung und Übertragung der Schneiderschen Algebraizitätskriterien ins 


p-adische mit Anwendung auf einen Transzendenzbeweis im p-adischen. .Journ. f. d. reine u. ang. Math. Bd. 198 
(1957), 28— 55. i 
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Hilfssatz 2. Es sei g(z) eine p-adische Potenzreihe mit ganzen p-adischen Koeffizienten. 
g(z) besüze außerdem die Nullstellen z,, 23, - - -,2,, welche ganze p-adische Zahlen sind. 
Dann gilt 
I 


g(z) 
(2— 2) (2— 2)---(2—2,) ) 





s1 für |z|, si. 


g(z) konvergiert mindestens für [z |, < 1. Durch wiederholte Umbildung von g(z) 

und anschließendes Wegdividieren der im Nenner stehenden Faktoren zeigt man, daß 

Mr 3 SEE 

(.— 21) (2—- 22) (2—2,) 

ganze p-adische Koeffizienten hat. Mit Rücksicht auf |z|, s1 ergibt sich gleich die 
Behauptung. 


in eine Potenzreihe nach z entwickelbar ist, welche wiederum 





$ 2. Ergebnisse und Beweise. 
Wir führen zunächst eine Normierung für die Argumente der Ausgangsreihe 


sp dr = f(z) ein: 
=0 
Es ist leicht zu verifizieren, daß f(z) folgender Funktionalgleichung genügt: 


— al® n—1 „(r 
a) fp"2)=p Pla —zr il, 


wobei n eine natürliche Zahl bedeutet. (Eine analoge Funktionalgleichung im klassischen 
Falle und für eine mit der 9,-Reihe verwandte Funktion findet sich schon in L. Tschakaloff, 


© v(—1) 


Arithmetische Eigenschaften derunendlichen Reihe 52’a ?° .II.,Math.Ann. 84 (1921), 


‚=0 
S. 104). Hiernach haben f(z) und f(p“"z) für rationales z denselben Irrationalitätscharakter 
(d.h. entweder sind beide transzendent oder beide von demselben Grad algebraisch); 
sie erzeugen sogar denselben Erweiterungskörper des Körpers der rationalen Zahlen. Wir 
können uns also auf diejenigen rationalen Argumente beschränken, für welche 





p*<|z, si 
gilt. Für diese z gilt nun der 


Satz. Die Funktionswerte von 


f(z) u zr®r 
können höchstens an k(t) = 32t* rationalen Stellen mit p-* <|z|, <i von einem t 
nicht übertreffenden Grad irrational sein. (Dabei ist t eine beliebig vorgegebene natürliche 
Zahl.) 
Bevor wir mit dem Beweis anfangen, schalten wir eine Anwendung des Satzes auf 
© a(g)+ör+e 


die Reihen 5p ein: Da es bei der Untersuchung der Irrationalität auf einen ratio- 


„0 © al})+d» 
nalen Faktor nicht ankommt, können wir c =( setzen. 5p (+ läßt sich jetzt als der 
„=0 © v 
Funktionswert von f(z) für z=p? auffassen. Nach (1) haben also 5 pP (+ und 
© (5)+w 0 


Zp denselben Irrationalitätscharakter, falls 5’ = b (mod a) ist. Es genügt also, 


v‚=0 


b auf das Intervall 0 <b <a zu beschränken. Indem wir die Argumentwerte auf z — p? 
(b=0,1,...,a—1) spezialisieren, ergibt sich aus dem Satz folgendes 
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Korollar. Zu jeder vorgegebenen natürlichen Zahl t existiert eine nur von t abhängige 
nichtnegative ganzrationale Zahl k = k(t) derart, daß bei festen p und a und variablem b 
mindestens a— k unter den Reihen 

© al})+b» 
‚=0 
irrational von höherem als t-tem Grad sind, falls a >k ist. Es kann k = 321* genommen 
werden. (Den Grad einer transzendenten Zahl setzen wir dabei gleich &.) 


0 sb<a 


Hieraus folgt im besonderen: 


Bei festem p und variablen a und b kommt unter den p-adischen Zahlen 5 p 
eine von höherem als einem beliebig vorgegebenen Grade vor. aaans 


a(5) +br 


Beweis. des Satzes. Den Beweis führen wir indirekt, indem wir zeigen, daß aus der 
Annahme, f(z) sei ank +1 Stellen z,2,..,.2 mit p <|z,|,<1 (i=0,1,...,k) 
algebraisch vom Grade < t, die Algebraizität im arithmetischen Sinne der Funktion f(z) 
folgt (für eine Definition der Algebraizität i. a. S. siehe die oben zitierte Arbeit des Ver- 
fassers). Die Tatsache, daß /(z) keine algebraische Funktion i.a. S. ist, was wir nach- 
her zeigen, gibt uns einen Widerspruch, woraus der Satz folgt. 

Angenommen nun, f(z;) sei algebraisch vom Grade r;, <t füriı=0,1,...,k. Aus 
(1) folgt, daß auch f(p“"z,) (für i=0,4,...,k und ” =0,1,...) algebraisch vom 
Grade r <t ist. Wir ordnen jetzt die Zahlen p“z, in einer einfachen Folge z,. an, 
indem wir 

(2) 2 = p" 2, 
setzen, wo N =(k+4)n’ +imit Osiısk ist. 

Nun bilden wir ein solches Polynom in z, f(2): 

I,m 


(3) ®,(2) = 2 Anz‘ (f(@)), 


‚u=0, 


mit zunächst unbestimmten, später passend zu wählenden ! =/!(n), m =m({n), c, = Gu(n), 
wobei /, m, c,, ganzrational, > 0, m >0 ist, daß 


(4) B,(zy)=0 für N =0,1..,N—1 
wird, wobei N =(k + 1) n gesetzt wurde. 
(4) besagt laut (3): 


I,m 
(5) P2 Cu2n(Hzr))‘ =. 
4,40 =0,0 


" ; i 
Setzen wir zy. = = mit ganzen rationalen ry, Sy: (Sy > 0), so folgt nach (2) 


. < an’ + 0O(1) 
(6) | Ty # = p 


su <pom. 
Mit der Abkürzung f(z,:) = ßz,, ergibt sich aus (1) und (2): 


n"—1ı 


) erh + Zr Dr 


—-1 v 
für n’ 21, (7) und gilt auch noch für n’ = 0, wenn wir 5 p 2 2 = ( setzen. 


„=0 
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Es sei nun 
(8) P,(z) = bar + u), te MN =0, 
wobei i ) ve: ..,.b() ganzrational, (bi ) N, N, ver >0 ist, die 


Iinimneichichung: von By (N =0,1,..,N — 4). Da ß, von demselben Grad wie ß,- 
war, so folgt aus (7) und (8), daß sich 


o POHTEO FREE PER 


von P,.(x) = 0 um einen ganzen rationalen Zahlfaktor unterscheidet. Daraus ergeben 
sich für b(? und die Höhe H,. von ß,. die Abschätzungen: 


u. 


Z 
De <p® +0(n’) 


110) « w24+0X “ 
H sp" } 


Laut einer Bemerkung von Schneider gilt für die Potenzen ß4%. folgende Formel (wofür 
auf die schon zitierte Arbeit des Verfassers verwiesen sei): 


an Pi = nr Zap, 
wobei. ö(Y) ganze rationale Zahlen sind, mit der Abschätzung 
(12) Il» S(2Hr). 
Aus (5) und (11) folgt: 


y-iı I,m 

A 0o-i N’')\— N' 
P) ( P3 Curse (E) Br = 0, 
»=0 \4,u=0,0 


woraus man für c;,, folgendes lineare System bekommt: 


I,m 
(13) Zeus) = 0 
4), = 0,0 
weit Fan 
Indem wir (13) mit sy.(5\Y?)” multiplizieren, erhalten wir statt dessen folgendes System, 
welches ganze rationale Koeffizienten hat: 


u e N'=0,1 N—i 
N'x u: ‚% 5) 
11) RR Bu Wr fi =0,1, en ı)' 


wobei zur Abkürzung 
(15) Kr = ri. Bm AN) 
gesetzt wurde. Nach (6), (10) und (12) gilt für (15) die Abschätzung 


anl+ = n’tm+ O(l) +0 (n'm) 


(16) |Ky"|. = 
In (14) ist die Anzahl der Unbestimmten (l + 1)(m + 1), diejenige der Gleichungen 
höchstens Nt=(k + A)nt (da r, St). Wenn wir !, m der Bedingung 

(17) (+4)(m +41) >2(k+1)nt 


unterwerfen, so wird der Hilfssatz 1 auf das System (14) anwendbar. Daraus ergibt sich 
unter Berücksichtigung von (16) die Existenz einer nichttrivialen ganzrationalen Lösung 
von (14) in c,„, welche der Abschätzung 


(18) | |. S Cn) 
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genügt, wobei 


n—i 2 
(19) C(n) = (l+1)(m +1) „arme „alt Er n)@+n+0m+0m) 


+ Emm +00) +0O(nm) 
u 
gesetzt wurde. 


Nun wählen wir !=l(n), m = m(n) auf folgende Weise: 


U = |zV2@ HD 
(20) 3 
m = 5 V2lk + 3] 


(dann genügen ! und m der Bedingung (17)); nachdem dies geschehen ist, wählen wir 
Cu = Gyu(n) als eine nichttriviale ganzrationale Lösung von (14), welche die Ungleichung 
(18) erfüllt. 

Jetzt wollen wir zeigen, daß die mit diesen /, m, c,, gebildete Funktion ®,„(z) nicht 
nur für z,.(N’=0,1,..., NV —1), sondern auch für z.(N =N, N +4,...), d.h. für 
alle z,. verschwindet, falls n nur genügend groß gewählt wird. Dazu bedienen wir uns der 
vollständigen Induktion nach n,, indem wir aus ®,(z,)=0 (N'’=0,1,... N, —1A), 
N, =(k+4)n,n, Zn das Verschwinden desselben für N" =N,N, +1,..,.N,+k 
folgern. Gesetzt, es gäbe ein / mit O<j<k derart, daß ®,(z,,,;) #0 ist. Wir setzen 


(21) Y,.(zy, +5) zn sb HP)” D, (zy, +7) 


und schätzen den p-Betrag seiner Norm, |N (#,(2y,4;)) |», mach beiden Seiten ab. 
Als die Norm der von Null verschiedenen ganzen algebraischen Zahl 7,(z,, ,,) ist 
N (P,(zy,+;)) eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl. Folglich genügt sie der 
Relation 


1 
(22) |N (2%, 4) 2 NP 


Zy,+3)) jo 5 





I,m 
Es bedeute jetzt Yi'(zy,,)= 3 0,2,.4,Bh4)" (6° *”)” irgendeine Konjugierte 
4,4 = 0,0 


von Y,„(zy,+;). Dafür gilt 


(23) | A (2,4) |» S Ein) (U +1) (m + 1) (2 Max (| ru, 4710, 5) (2A y, 47)" 


(Dabei wurde die bekannte Abschätzung |«|, < Fan +1s 2] 
00 0|j® 


eine algebraische Zahl, A ihre Höhe und $a,2*-"=0 ihre Minimalgleichung ist.) Mit 
v=0 
Berücksichtigung von (6) und (10) ergibt sich aus (23): 


benutzt, wo «& 


an.l+ z nim+0O()+O(n,m) 


(24) | (21,43) lo S C(n) p 
und folglich 
aim, 
(25) IN (Pulzy,+)) 1» S (Cin)Yp 
Mit Hilfe von (19), (20) und n, > n liefert (25): 


at! 
+ znim +00) + O(mm) 


(26) IN (Pula) rer, 





legen, Über die Funktionswerte einer p-adischen Reihe. 105 


Aus (22) und (26) ergibt sich die gesuchte untere Abschätzung von | N(P lau, + „)) I»: 
(27) | NP. 42) a pro, 


Die obere Abschätzung derselben erhält man noch einfacher, wenn man bedenkt, daß 
aus der Ganzheit von P*(z, ‚,),s;, b+n 


(28) | N(P (zw, +5) I» s | D,„(zy, +3) I» 


folgt, und die Tatsache berücksichtigt, daß ®,(z) laut seiner Bauart ganze p-adische 
Koeffizienten hat und für die p-adisch ganzen Zahlen z,, 2,, - . -,2y,_, verschwindet, so 
daß unter Anwendung des Hilfssatzes 2 folgendes gilt: 


D„(zu, +5) L a 4 
(22, +5 —- 20) (20,45 — 21) "(201.437 — 2m, -ı) $ 





(29) 


(da |2y, 4; |» S 1 ist). Mit Hilfe der Relationen | 2, 4; 1» < | zu: |», (N’=0,1,... N, —1), 
(siehe (2)) erhält man aus (29): 


(30) | D,(zy, +5) L s | 20 »‘12 Elan. 


” 2 ani +0O(n,) 
u...” 


(da laut (2) | zy. |, < p"“* ist). Endlich liefern (28) und (30) zusammen 


FH m + 0m) 


(31) INA), <p ° 
Durch Vergleich von (27) und (31) erhält man nun 
Vk+1 (zvir - Dar ant +0 (n,) 


2 


(32) 1sp 


Da nämlich k = 321* war, ist hier 2y2e _- 33 <0. Daher wird die rechte Seite 


von (32) <A, falls n genügend groß gewählt wird (da n, Zn). Wenn wir also n am 
Anfang so festsetzen, daß das gilt, enthält (32) einen Widerspruch. Dieser Widerspruch 
löst sich nur, wenn ®,(z) auch für z=2,,2y,41---,2y,+. verschwindet, falls es das- 
selbe für z= 24, 2,,.. .,2y, tut. Da nach seiner Bildung 


Dlay)=0 2 WN=04..,N—1) 


gilt, folgt daraus nach dem Induktionsprinzip das Verschwinden von ®,(z) für alle Stellen 
ze N =01,:..). 

Da die Folge z,. p-adisch gegen Null konvergiert, muß wegen des Identitätssatzes 
für Potenzreihen im p-adischen Gebiet ®,(z) = 0 sein, woraus die Algebraizität i. a. S. 
von f(z) folgt. Das ist aber nicht der Fall, wie nachstehend bewiesen und damit der Be- 
weis des Satzes vollendet wird: 


Jeder Potenzreihe f(z) = $a,z’ im p-adischen Gebiet mit rationalen Koeffizienten 


v=(0 


kann man eine Potenzreihe f(Z) = &a,Z’” mit denselben Koeffizienten im komplexen 
v=0 
Gebiet zuordnen (für die Definition des p-adischen bzw. komplexen Gebiets siehe die oben 
zitierte Arbeit des Verfassers). Falls f(z) algebraisch i.a. S. ist, d.h. falls f(z) einer Gleichung 
I,m 
Z 42. (f(2))- = 0 mit ganzen rationalen Koeffizienten c,, genügt, so drückt sich dieser 
4,4 =0,0 
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Sachverhalt in einer Reihe von Beziehungen von der Form P,;(c,;@) =0(j=0,1,...) 
aus, wobei P, Polynome in ihren sämtlichen Argumenten mit ganzen rationalen 


Koeffizienten sind. Daraus folgt aber, daß auch f(Z) = Za,Z’ der Gleichung 


v‚=0 


„Zu 0ny =0 


über dem komplexen Gebiet genügt. Also ren f(Z) eine der Puiseux-Entwicklungen an 


der Stelle Z=0 der durch die Gleichung 5 Cu ZW* = 0 definierten komplexen al- 


4,0 = 0,0 
«(2) 


gebraischen Funktion sein. In unserem Falle ist f(z) = Ep" ” 2”. Wäre f(z) algebraisch 


‚=0 

i.a. $., so hätte die komplexe Reihe f(Z) = 5 „9zr einen nicht verschwindenden 
‚=0 

Konvergenzradius, was hier nicht der Fall ist. 


Eingegangen 9. Februar 1959. 





Über die Anwendung der Operatorenrechnung 
auf lineare Differential-Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

Von Josef Wloka in Heidelberg‘). 


In dieser Arbeit werden (gewöhnliche und partielle) lineare Differential-Differen- 
zengleichungen mit konstanten Koeffizienten unter Anwendung der Mikusinskischen 
Operatorenrechnung untersucht. Unsere Arbeit gliedert sich in eine Einführung, in der 
die Nomenklatur und Grundbegriffe der Mikusinskischen Operatorenrechnung zusammen- 
gestellt sind, und in drei Teile. 


Im ersten Teil werden Reihen von Verschiebungsoperatoren f=Xr,;(s) h 


i=0 
(r;(s) rationale Funktionen- von s) behandelt. Es werden Konvergenz- und Eindeutig- 
keitssätze (Eindeutigkeit der Darstellung) hergeleitet, sowie Kriterien aufgestellt, wann 
eine derartige Reihe zu C” gehört und wann sie eine endliche Distribution darstellt. Die 
Sätze und Kriterien des I. Teils finden ihre Anwendung in Teil II und III. 

Teil II ist den sogenannten gemischten oder besser, gewöhnlichen linearen Differen- 
tial-Differenzengleichungen 

(1) 2 we 

imo de io MW 

gewidmet. 

Durch Anwendung der Operatorenrechnung werden diese Gleichungen auf Opera- 
torengleichungen zurückgeführt, die sich leicht effektiv lösen lassen. Auf diesem Wege 
erhalten wir für den Fall n = m, daß die Gleichung (1) unter den Anfangsbedingungen 


(2) zP(+0)=d,, k=0,1,..,n—1, 


eine eindeutige Lösung x besitzt, die eine Funktion ist (genauer: x € C"-! und die Ab- 
leitung x'” kann Sprungstellen (Sprünge endlich) in den Punkten kr, k =1,2,... haben). 
Dieser Fall n > m wurde schon von Murawiew [7] und Pinney [9]?) untersucht. 


Für m> n sind die Lösungen von (1) (genauer: der zugehörigen Öperatoren- 
gleichung) im allgemeinen unendliche Distributionen, und es erhebt sich daher die Frage, 
unter welchen Zusatzbedingungen die Lösung eine Funktion darstellt. Die Antwort auf 
diese Frage bringen die Sätze II. 2 und II.3. Falls für m > n die Lösung von (1) eine 
Funktion ist, so ist diese Lösung instabil; dies ist der Inhalt von Satz Il. 4. Die Operatoren- 
methode erlaubt es auch, verallgemeinerte Lösungen (unstetige Funktionen und Distri- 


1) Diese Arbeit ist eine erweiterte Fassung meiner Dissertation, die von der Naturwiss.-Math. Fakultät 
der Universität Heidelberg angenommen wurde. 
2) In diesem Buch findet man auch ein ausführliches Literaturverzeichnis. 
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butionen) zu finden und ihre Eindeutigkeit durch einfache Zusatzbedingungen sicher- 
zustellen (Satz II.4’ und II. 2’). 


Im Teil III werden die partiellen linearen Differential-Differenzengleichungen 





=... outrz(},r) n orrz(l,t—ı) _ 
(3) 3 er ”. Zw OAM Orr =e(hh), 


mit Anfangsbedingungen für t=0 und Randbedingungen für A = 4, oder für A = 4, 


und A = 4,, unter Zuhilfenahme der Mikusinkischen Differentialgleichungstheorie [4] 
klassifiziert. Den Schlüssel zur Anwendung der Mikusinskischen Differentialgleichungs- 
theorie bildet Satz III. 1, der aussagt, daß sich die charakteristische Gleichung von (3) 
max (m,m,) 
2 Twds) + hu(s)]v' = 0 
i=0 


im Mikusinskischen Operatorenkörper M in so viele Linearfaktoren aufspalten läßt, wie ; 


oo 24 
ihr Grad beträgt, und daß alle ihre Wurzeln sich in der Form v = &a;(s) h? schreiben | 


i= - 


lassen, wobei a,;(s) algebraische Funktionen von s sind. Satz III. 2 (der Operator ° 


0= Za,ls)hr" ist dann und nur dann ein Logarithmus, wenn g=(0 und wenn a,(s) 
im 

ein Logarithuus ist) in Verbindung mit den Mikusinskischen Sätzen [5] erlaubt es, diese 
Klassifikation auch effektiv durchzuführen und die Lösungen der partiellen Differential- 
Differenzengleichungen explicite hinzuschreiben. Klassifikation (in reine, gemischte 
und logarithmische Gleichungen) bedeutet hier auch gleichzeitig die Angabe von Ein- 
deutigkeitsbedingungen. So erhalten wir die Sätze III. 3a und 3b. Diese Klassifikation 
hängt eng mit der üblichen Einteilung der partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung 
in hyperbolische (jede hyperbolische Gleichung ist logarithmisch), elliptische (jede ellip- 
tische Gleichung ist rein) und parabolische (eine parabolische Gleichung kann logarith- 
misch oder rein sein) zusammen. Die Sätze III. 4 bis 7 bringen einfache Kriterien für die 
Zugehörigkeit einer Gleichung zu einer bestimmten Klasse (rein, gemischt oder logarith- 
misch). Am Ende dieses Teils werden einige Beispiele durchgerechnet. In Bezeichnungs- 
weise und Nomenklatur halten wir uns an das Buch [2], sowie an die Arbeiten von Mi- 
kusinski [3], [4], [5], [6]. 


Einführung. 


Die Mikusinskische Operatorenrechnung [2] gilt für das i-Intervall (0, ©). Wir 
bezeichnen mit C die Klasse aller stetigen Funktionen auf (0, ©), mit C* (und mit 
€”) die Klasse aller n-mal (oo-mal) stetig differenzierbaren Funktionen auf (0, oo). 
K sei die Klasse aller Funktionen f(x) auf (0, oo), die in jedem endlichen Intervall nur 


t 
endlich viele Unstetigkeitsstellen haben und für welche f If(x)| dx für alle £ > 0 end- 
0 


lich ist, und Z sei die Klasse aller, in jedem endlichen Intervall nach Lebesgue integrier- 
baren Funktionen. (Die Elemente von L wollen wir kurz als Funktionen bezeichnen.) 


In € (oder Z) führen wir die Operationen + und * (Faltung) ein. Dabei ist es zweck- 
mäßig zwischen dem Wert f(t) einer Funktion und der Funktion selbst {f(t)} (oder f) 
zu unterscheiden. Wir definieren dann 


ro} + {80} = {1 W + 8}, 
{10} * {80} = U Me— star). 
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Die Faltung ist kommutativ und assoziativ, in bezug auf die Addition ist sie distri- 
butiv, C (ebenso L) bildet bezüglich der Addition und Faltung einen nullteilerfreien Ring 
ohne Einselement. Da ßder Ring € (oder Z) nullteilerfrei ist, folgt aus dem Satz von Titch- 
marsh [11]: 


ı 
Es sei fj,g€EC und [ ft — v)g(d)dr=0 für OSı<T, dann ist fi) =0 für 
M 


0<t st und gli) =0 für Ost<st,, wobei ,u, STundt, +1, =2T ist. 

Den Titehmarshschen Satz in obiger Form werden wir oft anwenden. In Zukunft 
wollen wir die Faltung wie eine Multiplikation mit einem Punkt - bezeichnen oder auch 
den Punkt ganz fortlassen. 

Da der Ring C(+, *) nullteilerfrei ist, können wir zu ihm den Quotientenkörper M 
bilden. Die Elemente von M wollen wir als Operatoren bezeichnen. Im Quotienten- 
körper M liegen isomorph eingebettet: der Körper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit 


{a} | Fravaz) 
8 (1somorphismus a Ar). und der Ring Z \ Isomorphismus { f(t)} » — Eu 


{1} 


Das Einselement 1 von M entspricht der Diracschen ö-Funktion. 





Eine grundlegende Rolle spielt der Operator ! = {1} (wir unterscheiden zwischen 
dem Einselement 4, das keine Funktion ist, und der Funktion {1}!). Wir haben 


It} = [fie de) und» — Ge): 


Der im Sinne der Faltung zu l inverse Operator s -7 wird als Differentiationsope- 


rator bezeichnet. Seine Bedeutung ermessen wir an der Formel s{f(t)} = {f’(t)} + f(0), 
die für absolut stetige Funktionen f gilt. 

Für Differential-Differenzengleichungen ist noch der Verschiebungsoperator A? 
wichtig. Wir definieren, für 8 > 0, {H;(t)} als die Funktion, die im Intervall 0 <ı <ß 
gleich Null und im Intervall # <t <oo gleich Eins ist. AP =s{Hy,(t)} wird Ver- 


< 
0 für0 st< = . h® entspricht 


schiebungsoperator genannt, da A? {f(t)} -| fü—B) für BSı< oo 


ö(t — PB). 
I. Teil. 
Vorbereitende Sätze über Operatoren. 


Wir nennen einen Operator a pseudoanalytisch, wenn es ein natürliches m gibt 
derart, daß: 

1. amecC, 

2. aus alr(t) =0 in (0,1,), t, #0 folgt, daß am =0, also a = ist. 

Beispiele für pseudoanalytische Operatoren sind die rationalen Funktionen von s, 
w,(s) 


w;(s) 
mit a(s) bezeichnen wollen (siehe Mikusinski [4)). 


Lemma I. 1. Wenn a pseudoanalytisch ist, dann ist ae€C, wobei wir abkürzen 


1 
em {e e}, 

Beweis: (al®) (sme) = ae; da se € C (siehe Mikusinski [2] S. 33), ist auch ae€C, 
q.e.d. 


(w,, w; Polynome), und die algebraischen Funktionen von s, die wir 





r() = 
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Satz I. 1. Sind die a, pseudoanalytisch und ist 0 = B, < Pı < Pa <*** <Pn> o°), 
dann konvergiert die Reihe 3 a,h®‘ im Sinne der Operatoren (Mikusinski [2]). Hierbei be- 


i=0 


deutet hPi den Verschiebungsoperator. 


Beweis: Wir multiplizieren die Reihe mit e und erhalten Ya, eh. Nach Lemma 1. 1 
© i=0 
ist a,eeC, und die Funktionenreihe Sa;ehPi konvergiert fast gleichmäßig in ( 0, &). 
i=0 

Satz I. 2. Wir machen dieselben Voraussetzungen wie in Satz 1.1. Dann folgt aus 
Zahfi=0, daß a; =P0 is für i=0,1,2,.... 
i=0 2 

Beweis: Wir multiplizieren mit e und erhalten a,e + Ya;ehPi =0. Für t€ (0, ß,) 
ist also ape(t) = 0 bzw. (ayl") (sme) (1) = 0. . 

Da s”e in keiner Umgebung von 0 identisch gleich 0 ist, ergibt der Satz von Titch- 
marsh [11], daß a,!"(t) =0 für tE<0, ß,); a, ist aber pseudoanalytisch, und wir er- 
halten so a, =0. Wenn wir nun Ya;,ehfi der Reihe nach mit h"*, A*%,... multiplizieren 


i=1 
und die letzte Überlegung mehrfach anwenden, erhalten wir a; = 0 für i = 0,1, 2,...,q. e.d. 


Bemerkung 1.1. Da sich die Konvergenz von $Ya;hPi durch die Multiplikation 

1 i=0 
mit e (a. h. durch Faltung mit le N) auf die absolute und gleichmäßige Konvergenz 
zurückführen läßt, gelten für die Addition, Multiplikation, Einsetzen in eine analytische 


Funktion usw. derartiger Reihen dieselben Regeln wie für Potenzreihen. Insbesondere 
läßt sich der Operator exp 3 au) (r>0) immer definieren, da die durch das be- 


n=1 
kannte Rechenschema gewonnene Reihe 


u in L. | r ( aı 2r a ar 
E| Ya,h ) zynıtrah + +57)" +(a +00 +2) ie nie 
m=0 \n=1 , x 


immer konvergiert. 
Satz I. 3. Wir betrachten die Reihe f = Zaj;(t)hPi, wobei a;(t) €C*. f gehört dann 


i=0 
und nur dann zu C*, wenn a;(0) = 0, (0) =0,..., a”(0)=0füri=1,2,...(die a; 
brauchen hier nicht pseudoanalytisch zu sein). 

Der Beweis ist offensichtlich. 

Lemma I. 2. Falls wir die Funktion f(t) als absolut stetig voraussetzen, gilt s {f(t)} € L 
dann und nur dann, wenn f(0) = O ist. Statt f € L wollen wir auch sagen „f ist eine Funk- 
tion“ und statt f{$L „f ist keine Funktion“. 

Der Beweis ergibt sich aus der Formel {f'(t) } =s { f(t) }— f(0) und aus der Tat- 
sache, daß weder der Operator 1 noch der Operator f(0) +0 eine Funktion ist. (Einen 
Operator, der keine Funktion ist, wollen wir als eigentlichen Operator bezeichnen.) 

w,(s) 


Wir wollen nun diejenigen Operatoren betrachten, die rational in s sind: r(s) = 0) 
2 


(die Koeffizienten der Polynome w, und w, sind komplexe Zahlen). 


Satz I. 4. r(s) ist dann und nur dann eine Funktion, wenn Grad w, < Grad w, ist. 
Beweis: Die Hinlänglichkeit dieser Bedingung ergibt sich aus den Formeln von 
n 
Mikusinski [2] S. 29. r(s) ist dann eine Funktion von der Form r(s) = { P; bene“) cr, 
i=0 


3) Diese Voraussetzungen über die ß,; behalten wir für alle folgenden Sätze bei. 
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Zur Notwendigkeit betrachten wir die zwei Fälle: 
1. Grad w, = Grad w,. Wir haben hier 


u) Berta + dd 
us) Ara! r-- +8 © 








r(s) = (aa — aa) + ] 


1 
| ” Mas" +::- 
mit «4 #0 und a +0. Damit haben wir r(s) als Summe eines eigentlichen Operators 


und einer Funktion dargestellt. r(s) kann also keine Funktion sein, da sonst ein eigent- 
1 


licher Operator (nämlich =) als Differenz zweier Funktionen darstellbar wäre. 
Ag 

2. Grad w, > Grad w,. Für diesen Fall ist PIE. 

r() ws) 

Hinlänglichkeit). Wäre nun r(s) eine Funktion, so wäre auch der eigentliche Operator 





eine Funktion (siehe 





1=rf(s) Aa eine Funktion, was einen Widerspruch bedeutet. 
Lemma I. 3. Es sei r(s) = Br eine Funktion (d.h. Grad w, < Grad w,). Dann 
2 


ist r(s) (0) = 0 dann und nur dann, wenn Grad w, <Grad w, —1 ist. 


Beweis. Hinlänglichkeit: Ist obige Gradbedingung erfüllt, so ist s - r(s) eine Funk- 
tion, und Lemma I. 2 angewandt ergibt r(s) (0) =. 


Um die Notwendigkeit zu beweisen, brauchen wir nur den Fall zu untersuchen: 
Grad w, = Grad w—1 (falls Grad w, > Grad w—1, ist r(s) nach Satz I.4 keine 
Funktion!). Hier ist r(s)-s$_L, und Lemma I. 2 angewandt, ergibt r(s) (0) #0. 


Lemma I.3 läßt sich erweitern zu 





Lemma I. 4. r(s) = a sei eine Funktion (d.h. Grad w, < Grad w,). Dann 
2 


ist r(s) (0) = 0, r(s)' (0) =0,...,r(s)" (0) = 0 gleichwertig mit der Bedingung: 
Grad w, < Grad w, —n. 


a 
Nun wenden wir uns den Reihen 5 r;(s) hPi zu, wobei die r;(s) rational in s seien. 
i=0 


Satz I. 5. Dafür, daß die Reihe 3 r;(s) hi = f eine Funktion darstellt (sie gehört 
i=0 
dann zu K), ist notwendig und hinreichend, daß alle r,(s) Funktionen sind. 
Beweis. Die Hinlänglichkeit ist unmittelbar einleuchtend, die Notwendigkeit be- 
weisen wir indirekt: 


k sei der kleinste Index, für den r,(s) keine Funktion ist. Wir haben 
k-ı © 
(4) = f— Zrı(s) hi = ry(s)hPt + Zr,(s) Wi 
i=0 i=k+l 
und unterscheiden die beiden folgenden Fälle (siehe Satz I. 4): 
w;(s) 


>—— , Grad wi = Grad uw. 
w;(s) 


1. r+(s) = 
Hier haben wir (siehe Beweis von Satz 1.4) r,(s) = «+ gı (x komplexer Zahlenope- 


rator, g, Funktion) und damit 


g — gıhP* = ahft + Zr, hfi. 


i=k+1 
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z- £ hP* 


Wir multiplizieren mit — — und setzen —— = g,, dann ergibt sich 


ge= (ee ar = ehPk + E 2 rı(s) hi. 


i= +1 % 
Aus dieser Gleichung folgt 
(2) eg(t) =0 für Ost<P,, 


d. h. nach dem Satz von Titchmarsh [11] g,(t) = 0 für 0 <t < Pß,, ferner für f, St <Pr-ı 
mit Berücksichtigung von (2) 


1 


t „al np N 
SestT)e *"dr=e "Pr. 
Ä 


Wir setzen r— ß, =o und t— ß; = T, wenden die Kommutativität der Faltung an 
und erhalten 


T 3 ei 
[tt —o+ Bye "do=e". 
v 


Da aber eine Volterrasche Integralgleichung keine Eigenlösungen besitzt (siehe Petrowski 
[8] S. 56), kommen wir zu einem Widerspruch. 


„1 
n= wie) Grad wi > Grad u. 





wr(s) 
In diesem Fall multiplizieren wir (1) einfach mit no und erhalten 
hPi 
ET EN u 
Wir setzen diesmal g, —_2_ ‚ und der Beweis verläuft weiter wie in Fall 1. 


rue s) ’ 
Satz 1.6. Es sei f = Z r;(s) hPi, wobei r,(s) = u ist. Wir haben f €C""" dann und 


nur dann, wenn Grad w, < "Grad ws und n < Grad w} — Grad u} ist füri=1,2,. 
(Hier setzen wir C' =K.) 

Beweis. Notwendigkeit: Aus f € C"-" folgt, daß f eine Funktion ist, also müssen 
nach Satz 1.5 die r,(s) Funktionen sein (insbesonders muß Grad w, < Grad uf sein). 
Die r;(s) gehören dann zu C” (siehe Beweis von Satz I.4) und damit auch zu C-!. 
Satz I. 3 in Verbindung mit Lemma I. 4 ergibt die behauptete Gradabschätzung. 


Auch die Hinlänglichkeit folgt aus Satz I. 3 und Lemma 1. 4. 





Satz 1.7. Es sei gEC und f = ZI r;(s) hPi € C*, dann ist f-gec*+! ®). 


i=0 
Beweis. Nach Voraussetzung haben wir r, € C” (siehe Beweis von Satz I.4) und 
wegen Lemma I.4 und Satz 1. 6 


(4) ri(s) (0) =0,...,ri(s) (0) =0 für i=1,2,. 


Wenn wir die Formel 


t 1 t 
| [rt e— nen dr) = [rs Melde + r)(08W) 


4) Dieses Resultat gilt keineswegs für beliebige Funktionen. So ist in [1] ein Beispiel einer stetigen Funktion 
z(f) angegeben derart, daß z- x nirgends differenzierbar ist. 








ei 


eir 


Kc 


wo 
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mehrmals anwenden und die Bedingungen (4) berücksichtigen, erhalten wir r;(s) g € C”*' 


und 
(gri(s))(0) = 0, (gr(s)) (0) = 0, .. ., (gri(s) "+" (0) =0 für i=1,2,.... 


Satz I.3 beendigt den Beweis. 





© 1 
Satz I. 8. Es si A=ZErile) Pt, wobei rl) = JE in. A ist denn und any denn 
i=0 i 
eine endliche Distribution, wenn es eine Zahl N gibt, so daß 
(5) Grad WW —Gradw <N für i=1,2... 


gilt. (Unter einer endlichen Distribution mit Träger im Intervall (0, ©) versteht man 
den Operator s"f, wobei f€C ist; siehe L. Schwartz [10]). 
Beweis. Es sei (5) erfüllt. Wir setzen einfach 


A=sttly ey ri(s) nPi, 


i ar 





Wegen Satz 1.6 ist fEC. 


Es sei nun (5) nicht erfüllt. Dann läßt sich kein N finden, für welches die Reihe 
ori(s) 








E; nr hPi eine Funktion darstellte (Satz I. 6), und A ist keine endliche Distribution. 
i=0 
© 1 
Satz I. 9. Es sei A =[1r,(s) Zr, wobei r(s) = u ‚r(s) = er und 


Grad w, >Grad w, ist. Dann ist A keine endliche Distribution. 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 1. 8. 
Bemerkung 1.2. Die Reihe A = X r;(s) hP' stellt im Falle, daß (5) nicht erfüllt ist, 


i=0 
eine unendliche Distribution dar. Wir können nämlich A folgendermaßen darstellen: 





_ gm. il) su.m ir _ gr a 
AZ =) 0; 
dabei ist n, = Grad w! — Grad uw; + 4 und ö'”(t) die n-te Ableitung der Diracschen 
ö-Funktion, 


f t 
m) =f+--[Hir)-dr---dr, Hit) = 1,0<st<mw, 
0 0 





0, t<0, 
n—1 
(2) (t) eine stetige Funktion, die ihren Träger in (0, oo) hat (für die formelmäßige 


Berechnung dieser Funktion siehe Mikusinski [2]) und « ist die Faltung im Distributions- 
sinne (siehe Schwartz [10]). Die zuletzt hingeschriebene Reihe konvergiert im Sinne der 
Distributionen und stellt eine unendliche Distribution dar. 


II. Teil. 
Gewöhnliche Differential-Differenzengleichungen. 


Wir untersuchen die lineare Differential-Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten 


1 u = N d' 
(A). kalt ehe ey 9) =flt), 
wobei a, #0, u #0, Ost<mw, r>0, fiJ)EC und zf)=0 ist für 2<0, 
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7 7 


unter den Anfangsbedingungen 

(2) zP(+0)=d,, k=0,1,..., max (n,m) —1. 
Wir wenden die Operatorenformel 

(3) m = — Frir(+0)— ---— DH 0) 


an und erhalten aus (1) die Operatorengleichung 


n m n—1 m—1 
(4) «( Z a;s' A Ei‘) = f)}) + 2 us! —h’zPßist, 
i=0 i=0 i=0 i=0 


hier ist 


(5) 
Aus (4) erhalten wir für x 


10} + Zus Bis 


i=0 











pr n m 
3 as! — h" 3 b;s' 
i=0 i=0 
oder 
n—1i n—1i m m—1i n m 
SZ as! (Z «s)( s\—(Z Bis‘) (Z as‘) © P b;s' 
ge = + i=0 i=0 z —s i=0 ze = 
Sa;s (Zus k=1 | Ya,;s 
i—1 i=0 i=0 
(6) h 


© 7 . 
„0. sl) m. 


n 
i=0 i=0 


m—1i n 


&%, = G;j+ıdo + Gjyadı r nr. + Gi (i == 0, 1, .. 
Bi un; bir1do + biradı +’. + Dumdm-i-ı (i en 0, .. 





„n—h), 
„m—H4). 


h** + 


n—1ı m 
Lemma II. 1. Das Polynom A = 3 a,s! 3 b;s! — 3 Ps! Y a,s! ist höchstens vom 


i=0 i=0 i=0 i=0 
Grade max (n, m) —1. 


Beweis. Der Symmetrie wegen genügt es, den Satz für den Fall n > m zu beweisen. 
Weiter können wir n = m setzen, da wir die fehlenden 5, einfach durch Nullen ersetzen 


können. So erhalen wir 


n—1 n n—1i n 
A = LF u,s! 3 b,s! — 3 Pıs* F aıs! 
=(0 


iO 3 k=0 1-0 
= 5 ,b,s't! — 3 Braıst*! 
ij kl 
2n—1 
=! cs. 
u=0 


Für 2n—1>u=n haben wir 


n—1 


4u= P3 (&,bu-, er P,a,-,). 


‚=0 


ee 


N ee 


REN 





SpEaT Ten g=: ERIESERTE He TRDF! 
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Wir wenden die Formeln (5) an und bekommen 





n—-1l/u-v u-v 
Cu =2 (2 arrd ben. Ebyrede-16,-,) 5) 






‚=0 o=1 o=1 
n—-lu-r 
=, S (a,,0du-» — dr+0du-») d.-ı 
v=0o=1 
n u-1l 
=, dı-ı | P} Ay+o + mr br) 
o=1 v‚=0 





n n-e 
= Fd.-ı P (a,+0bu-» — dr+eAu-»)- 


0o=1 vzu-n 









Nun setzen wir v„+o=r und erhalten für2n — 1 >2uZzn 






n 
„=L2d,_ı z 40 br.) 
e=1 T=utre—n 








en; 


Wir führen noch den Index u + 0o— r=o ein und haben damit endgültig 





Me | Eu 3 Gdyre-a)=0 für n—1>u>n, q.e.d. 





Es sei nun n> m. Wir wollen uns für diesen Fall die Lösung (6) näher ansehen. 





Der erste Summand von (6) gehört zu C”, der zweite läßt sich in der Form g = X r;(s) h'* 
i=1 

darstellen, wobei nach Lemma II. 4 die Gradunterschiede in den r;(s) wenigstens n + 1 

betragen; nach Satz 1.6 haben wir g€C"-!. Der dritte Summand hat die Gestalt 






{f(t)}  g), wobei g, = Fri(s) h“* ist, mit Gradunterschieden in den r;(s), die wenigstens 


i=0 
n betragen. Nach Satz I.7 haben wir {f(t)}-g, €C""'. Es ist also zE€C”-" und 
x” € K, wobei die Sprungstellen von x” nur in den Punkten kr (k =1,2,...) liegen 
und die Sprünge endlich sind. Da für derartige x die Formel (3) legitim ist, können wir 
folgenden Satz aussprechen: 


Satz II. 1. /m Falle nm, f(t) €C hat die Gleichung (1), die Anfangsbedingungen 
(2) vorgegeben, eine einzige Lösung x, die sich durch (6) darstellen läßt und welche (1) und (2) 
genügt. Für diese Lösung x gilt x € C""' und x” € K, wobei die Sprungstellen von x” nur 
in den Punkten kr (k =1,2,...) liegen und die Sprünge endlich sind. 


Bemerkung 11.1. Die durch Formel (6) gegebene Lösung läßt sich als Funktion 
explicite hinschreiben; man braucht dazu nur den von Mikusinski [2] entwickelten 
Formelapparat zu benutzen. 

Bemerkung 11.2. Ist fEC% (d.h. fEC” und f”(0) =0 fürn =0,1,2,...), so 
ist x zwischen den Punkten kr beliebig oft differenzierbar und die Punkte kr(k=1,2,...) 
sind Sprungstellen (Sprünge endlich!) erst für die ((n— m) k + m)-te Ableitung von x. 
(Dies sieht man, wenn man die Gradunterschiede in (6) genauer bestimmt.) 

Wir betrachten nun den Fall m > n. Wie man aus (6) ersieht, wachsen die Grad- 
unterschiede der Koeffizienten der unendlichen Reihen ins Unendliche. Wir können also 
nicht erwarten, daß die Lösung der Differential-Differenzengleichung (1) immer eine 
Funktion ist. Wir wollen deshalb Bedingungen angeben, unter denen die Lösung von (1) 
eine Funktion darstellt. 





















5) Dabei werden die a, für A > n gleich O gesetzt. 
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Satz II. 2. Es sim > n und f€ECy%. Die Gleichung (1) hat, die Anfangsbedingungen 
(2) vorgegeben, dann und nur dann eine Funktion als Lösung x, wenn A = ist ®). 

Ist die Bedingung A=( erfüllt, so gt x€C”, während für A #0 die Lösung x 
— gegeben durch Formel (6) — eine unendliche Distribution darstellt. 

Dieser Satz folgt aus Formel (6), Satz I. 9 und Bemerkung I. 2. 

Wir lassen nun die einschränkende Bedingung f€C fallen und verlangen nur, 
daß f eine Funktion ist. Es gilt 


Satz II. 3. Es sim > n und die Lösung x, von (1), unter den Anfangsbedingungen 
(2), P(+0)=M, k=0,,..,m—A, 
sei eine Funktion. Die Lösung x von (1), unter den Anfangsbedingungen 
9 (+0)=d,k=0,4,..,m—1, 
ist dann und nur dann eine Funktion, wenn 
(7) Ald,— dh, „h—d,..du., —_,) = 0 
gt. 
Beweis. Wir bilden die Differenz x — x,. Diese Differenz unterliegt den Anfangs- 
bedingungen 
9 (+0) — 9 (+0)= du, —A, k=0,1l,..,m—1, 


und genügt der homogenen Gleichung (1), d.h. f=0€Cy%. Wir können also auf 2 — x, 
den Satz II. 2 anwenden und erhalten so die Bedingung (7). 


Da im Falle, daß (7) erfüllt ist, «— x, zu C” gehört, können wir obigen Satz in 
die Aussage verschärfen: x gehört dann und nur dann zu B — wobei B eine der Klassen 
L, K, C” oder C” ist — wenn z,€ B ist. 


Bemerkung 11. 3. Falls f die Form f = Yr;(s) h’: hat, können wir, um zu ent- 
=(0 
scheiden, ob es überhaupt eine Lösung x, gibt, die eine Funktion ist, die Sätze I.5 und 
I. 6 heranziehen. (Siehe Beispiel 3.) 

Ein System, dessen Zustand durch die Gleichung (1) mit m > n beschrieben wird, 
ist instabil; dies ersieht man aus 

Satz II. 4. Es sei m > n und die Lösung x, von (1), unter den Anfangsbedingungen 
(2)., sei eine Funktion. 

In beliebig kleiner Nachbarschaft der Anfangsbedingungen (2), gibt es „Lösungen“ 
von (1), die keine Funktionen mehr sind. Oder genauer: Im m-dimensionalen Linearraum 
der Anfangsbedingungen (d,, dı,. . .,dm-ı) bilden diejenigen Anfangsbedingungen, denen 
eine Funktion als Lösung von (1) entspricht, eine höchstens (m — A)-dimensionale lineare 
Mannigfaltigkeit. 

Beweis. Wegen Satz Il.3 genügt es, zu zeigen, daß diejenigen (d,, d,,. . ., dn-ı); 
die die Bedingung (7) erfüllen, eine höchstens (m — 1)-dimensionale lineare Mannig- 
faltigkeit bilden. Al, — d, dh — d,....d„_,—d,_,) ist ein Polynom (m — 1)-ten 
Grades in s (siehe Lemma II. 4), dessen Koeffizienten homogen und linear von d; — di, 
k=0,4,..., m —1, abhängen. (7) bedeutet, daß alle Koeffizienten von A verschwinden; 
die 4—d,k=0,1,....m—1, müssen somit m linearen, homogenen Gleichungen 





®) Für die Definition des Polynoms A siehe Lemma II. 1. Um die Abhängigkeit des Polynoms A von den 
Anfangsbedingungen d,, d,,.. ., d„_, sichtbar zu machen, schreiben wir auch: A(d,, dı, » - , dm-.)- 


a a 





EEGENEELEEEETTNAWET TRETEN ET 


ET 











Nu: 


ein 
ba: 


z( 


S: 


gen 


Er - 
EEE ERENT 1 ae ae na 
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ae 


der 
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genügen. Da — wie man sich leicht überzeugt — die Koeffizienten von d„_, —du_ı 
in den einzelnen Gleichungen gleich 


— Mybm, — Adams: An ins 0,...,0 





m 


sind und nach Voraussetzung a,„b„ + 0 ist, kann der Rang dieses Gleichungssystems nicht 
gleich 0 sein. Damit haben wir bewiesen, daß die d,, dı, . . -, dm-ı, die der Bedingung (7) 
genügen, eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension <s m —1 bilden. Der erste Teil 
unseres Satzes folgt aus der Bemerkung, daß eine höchstens (m — 1)-dimensionale Mannig- 
faltigkeit niemals eine volle Umgebung wre kann. 

Satz II. 5. /m Falle, daß die zZ b;s! und 5 a;s' keinen gemeinsamen Teiler 


i=0 

(Zahlenteiler ausgenommen) besitzen, hat die isishung (1) höchstens eine einzige Lösung, 
die eine Funktion ist. 

Beweis (indirekt). Aus Satz II. 3 würde folgen, daß es wenigstens ein d, + dy, 
0<jsm-—-4 gäbe mit der Eigenschaft 

(8) Adb—d,..,d,—d,..,du_, —dn_,) 

n—1 m m—1i n 
= us 5b — Bst -FZaut=0. 


i=0 i=0 i=0 i=0 


m—1 
Nun folgt aus d,; + d}, daß 8 ß,s' = 0 ist (die Determinante von (5) ist gleich by + 0!). 
i=0 


m—1 m 
Wenn wir also (8) durch 5 ß,s' - 5 b;,s' teilen, erhalten wir 





i=0 i=0 
n 
Eau SL a;s! 
i=1 __1i=0 
._ ’ 
"Zpis‘ Ebis‘ 
i=0 i=0 


einen Widerspruch, da nach Voraussetzung die Polynome ss b;s' und 5 a;s' unverkürz- 
bar sind. er as 
Beispiele: 
1.) At) — alt —r) — alt —ı)=f, r>0, (+0) =, (+0) =, fEc. 
®z—hxıls+1)=f+s+1—#H 


© k— 
„453 2) mr 2) ner, 


— 
5? st k=1 s? 








n-1 
Wenn wir die Formel 3 BR DER. 0 anwenden, erhalten wir: 
sg” (n — 1)! 





z() =1+t+ 
+2 (Aurirm mar Eee) Es rm Forte) 





du. 





ac Asa. sähe 
+2 fie 2.2) (kriFTD 


Dabei sind natürlich die Funktionen (t — kr)" für t— kr < 0 gleich O gesetzt, d.h. die 
Summen werden für endliche Intervalle endlich. 


2.) () — e(t—ı)=0, z(+0)=1, r>0,. 
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7, 7, 





Hier ist A=—41 +0. Also hat die zugehörige Operatorengleichung x — h’st = — h' 
eine unendliche Distribution als Lösung: 


x = — Zskhtt) _ _ POL — ek +1). 
=(0 


k=0 k 


3.) Wir betrachten die Gleichung 
z() — a(t—1)=e, 2(+0)=d,, 


und wollen alle Lösungen bestimmen, die Funktionen sind. Wir schreiben die Gleichung | 


in Operatorenform 
1 
za hsz 2 s—1 — d,h 
und lösen sie für x: 
ar 1 a d,h 
(s—A)(I—hs) 1A—hs 


T 





+) k © 

= 2 ——— hr — I dost- Ink 
k-0s —1 k=1 

HM = (1 —d,) st + dust! .. 

Te s—i R. 








Nach Satz 1.6 ist x dann und nur dann eine Funktion, wenn der Grad des Polynoms 
(1 —.d,) s* + d,s*-! für alle k kleiner als 4 ist, was nur im Falle 1—d,=0, d, = 
möglich ist. d, =1 und d, = ist aber widersinnig, obige Gleichung kann also keine 
Funktion als Lösung haben. 
j ext für 0 stsr 
EL nn re 


}. (+0) =d.- 


Wir suchen alle Lösungen dieser Gleichung, die Funktionen sind. Dazu schreiben wir 
die Gleichung in Operatorenform 
1— ah’ 


Fu ; 


z—sh’z+d,h= 





Für x erhalten wir 
A—ahr(l—d,)—dohrs 
Bun (s— a) (1 — sht) 
Setzen wir d,=d =1, so ergibt sich 





1 = {et}. 


Diese Lösung ist eine Funktion, und um alle anderen Funktionen-Lösungen zu finden, 
müssen wir das Polynom A(d, — d$) untersuchen. 
Wir haben A(d, — d$) = — (d, — dj). Somit ist A = 0 gleichwertig mit d, = d}; 
dies bedeutet, daß x, = e** die einzige Funktionen-Lösung ist. 
9.) (*) lt) + alt) —22t) — 2 (tr) — 22 (tt — 7) + 282 lt— 1) + alt — 7) =0 
z(+0)=d, v(+0)=d, z’(+0)=d, r>0. 


Wir suchen diejenigen Lösungen, die Funktionen sind. Dazu schreiben wir die Gleichung 
in Operatorenform: 


z(s®+ s—2) m h’z(s’+ 2s°?—2s—1) =d,s+ do+ d,—h’[s2d,+s(2d,+ d,)—2d,+ 2d,+ ds]. 
Wir berechnen das Polynom A: 
A=(d,s+d,+d,)(® +28? — 25 —1)— (s?d,+s[2d,+d,]—2d,+2d,+d,)(®+s—2). 
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Nach Satz II.2 ist x dann und nur dann eine Funktion, wenn A =0 ist. Wie man 
leicht durchrechnet, ist letztere Bedingung gleichwertig mit 
—5d, _ 3d, + 2d, =0, 
3d, — 2d, — u=0, 
2d, an d, —n d, = 0 . 
Wir lösen dieses homogene Gleichungssystem und erhalten 
do — d, = d,. 
Wegen Formel (6) haben diejenigen Lösungen von (%), die Funktionen sind, die Form 
_drtdrtsd, _dls+2), _ dd _ ; 
Er er. ar Fl {doe‘}. 
Bisher haben wir die Lösungen der Gleichung (1) in der Klasse CWWm-1xXK 
(x gehört dann zu C"*"m-1K, wenn zE C"*"m)-1 und zWx(mm) € K) gesucht. Dies 
fand seinen Ausdruck darin, daß wir zum Übergang von (1) zur Operatorengleichung (4) 
die Formel (3) anwandten. Nun wollen wir als Lösungen von (1) Funktionen x zulassen, 
die zwischen den Punkten jr(j =0,1,2,...) max (n, m)-mal stetig ableitbar sind, 
während in den Punkten jr(j =0,1,2,...) die Funktion x, wie auch ihre Ableitungen 
«®, k=41,..., max (n, m), endliche Sprünge haben kann. Da für diese Funktionen an 
Stelle von (3) die Formel’) 
(3') Mr Et, tt, tr Hat) H" 
j=0 
gilt, wobei z,,, 2, - . .,. 2%" die Sprünge der Funktion x und ihrer Ableitungen in den 
Punkten jr bedeuten, müssen wir statt der Anfangsbedingungen (2) die Bedingungen 
(2) »=d, k=0,1,...max(nm)—1; j=0,1,2,... 
vorausgeben. Wegen (3') geht die Gleichung (1) in die Operatorengleichung 








(4') x | Fa;s — h' ® bu) 


i=0 i=0 


© /n—1 o /m-ı1 
- vor+ 22%) h"—h' (Z.6*) pr 


j=0 \i=0 j=0 \t=0 
über, wobei die « und ß} nach Formeln berechnet werden, die man erhält, indem man 


einfach in den Formeln (5) den Index j hinzufügt. Aus (4’) erhalten wir für x 


vo} +2 (Ze) v—h (2 Be) je 


j=0 \i=0 





zZ = 


as — h' 55 bis’ 
i=0 


i=0 





. Mikusifski [2] S. 110, wo diese Formel für den Fall k = 1 bewiesen ist. 
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Gem 
r n—1ı m m—1 n . 
(8°) A = Z ds! Zu — 3 Ps! Zus’. butic 
i=0  i=0 sim .. im0 By 
Gleichung (6’) läßt sich nun so wie Gleichung (6) diskutieren, und wir können auch 
folgenden Satz aussprechen: 2 auch 
Satz II. 1’. /m Falle n = m hat die Gleichung (1) unter den Bedingungen (2') eine 
einzige Lösung x, die sich durch (6') darstellen läßt (und die (1) und (2') genügt). x ist zwischen 
den Punkten jt (j=0,1,...) n-mal stetig differenzierbar, während in den Punkten! . 
jr =0,A,...) die Funktion x, wie auch ihre Ableitungen x’, .. ., x”, endliche Sprünge®) I 
haben kann. j 
Im Fall m > n spielte für die Untersuchung, wann die Lösung von (1) eine Funktion | 
ist, das Polynom A (siehe die Sätze II. 2, II. 3 und II. 4) eine wichtige Rolle. Beschränken F 
wir uns auf Anfangsbedingungen in endlich vielen Punkten, d.h. gelten statt (2') die F 
Bedingungen 
2”) »—d, k=0,4,..,. m—1; j=0,4,...,M, 
d=0 für k=0,4,..,m—1; j=M+1,M+2..., ' 
so können wir wieder ein ausgezeichnetes Polynom zier 
M n im \M-j 
Bu - 2(4( Zu.) (z 2‘) 
j=0 i=0 i=0 
(für die Bedeutung von A; siehe Formel (8°)) angeben, das uns zu untersuchen erlaubt, 
wann im Falle m > n, die Lösungen von (4') endliche Distributionen sind. Es gilt ! 
nämlich der ; Bei 
Satz II. 2/. Esseif€C), m > n und Anfangsbedingungen seien in nur endlich vielen " u 
Punkten vorausgegeben (d. h. es gelte (2'')). Die Lösung von (4') ist dann und nur dann eine R 
endliche Distribution, wenn B„ = ist. ; 
Beweis. Wir betrachten die Formel (6'). Laut Voraussetzungen stellen die beiden Ü_ Da 
ersten unendlichen Summen Funktionen dar. Die letzte unendliche Summe von (6) T 
schreiben wir ; 
e un 
y' 4; i=0 ne+Dr _ see . Beh h*+Dr 
p 5] n 2 n n k+2 ’ 
u Same (Zus) Sa;s' k=0 (Zus) 
i=0 i=0 i=0 
wobei 
k n ijpm k-j 
Bı = (A,) (z as‘) (20=‘) W 
j=0 i=0 i=0 
ist. Wegen (2'’) ist A, =0 fürk > M, also ist 
m I 
Bus =( bis‘) a. 2 
i=0 
Damit ergibt sich für die dritte unendliche Summe von (6’) folgende Darstellung 
m * 
i (k+M-+1)r 
u y B: e p*+D* M-ı B: ; p*+Dr 5 (£3‘) h 
u n k+2 7a m +BuZ ö n k+M+2 
k=0 (Zus) k=0 (Zus‘) k=0 (Zu) N 
i=0 i=0 i=0 








®) Die Sprünge von z,2°,...,z(n-1) sind durch die Bedingungen (2’) vorgegeben. 
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Gemäß Satz I.9 erhalten wir B,„ =0 als Bedingung dafür, daß x eine endliche Distri- 
bution ist. Auch den Sätzen II. 3 und II. 4 analoge Sätze können mit Hilfe des Polynoms 
B,, formuliert und bewiesen werden. 

Bemerkung 11.4. Nach den hier in diesem Teil dargelegten Methoden lassen sich 
auch Differential-Differenzengleichungen mit mehreren Differenzen 


pvp "u d' 
P) 2 au tu) = Fl), uZß, »=0,1,...P, 
a=0i=0 


wie auch Systeme mehrerer Gleichungen behandeln: 


P; ”, di 04 
ar rn i> M=V,l,...Pp 
ER. Sn 


III. Teil. 
Partielle Ditferential-Differenzengleichungen. 


Es sei die partielle lineare Differential-Differenzengleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten gegeben: 





mn rt), mm rei) _ 
1) 3 Zw dr v Ze oAn or ai y(A, ), 


(A, SAsSA, 0 sSt<mwo, r>0 und z(A,t) =0 für t<0). 


Bei Anwendung der Operatorenformel II (3) geht obige Gleichung in die folgende Ope- 
ratorendifferentialgleichung über: 


(2) Z u,(s) + ME u,(s) m = f(R). 
u=0 n=0 
Dabei ist 
(3) wu(S) = Kuns®” ++ &yo, a=0,1,...,m, 
u,(s) = Bun, S” m le > Buo; u 0,4, ‚Mm, 
und 
-1 = = or +rz(},0) 
— n-x-1 bin De. 
MARK LESTIE Fanart 
m—1 ou +rz(A 0) 
ı n,—-»—1 Dont A 
a AB den. 


Wir betrachten die charakteristische Gleichung von (2) 
max (m,m,) Pr ” 
(5) zZ Wu =0, 
i=0 
wobei wir setzten 
Ge ne Bar ml... 


u = Un: U Fl Um =0,:.:... 


Um die Mikusinskische Differentialgleichungstheorie [4] anwenden zu können, 
müssen wir beweisen: 
Satz III. 1. Die charakteristische Gleichung (5) läßt sich im Mikusinskischen Opera- 


torenkörper M in soviele Linearfaktoren aufspalten, wie ihr Grad beträgt, und alle ihre 
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7, 7, 


© Sä 
Wurzeln lassen sich in der Form v—=$Ya;(s)h” schreiben, wobei a;(s) algebraische Funk- 
i=-4q 
tionen von s sind. 
Um Satz 1 zu beweisen, benutzen wir den Satz von Puiseux (Beweis siehe v. d. 


Waerden [13] S. 53): 
Satz. Es sei K ein beliebiger, algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0, 
y sei eine zu K transzendente Größe und K yl sei der Körper aller formalen, algebra- 


© = 
ischen Potenzreihen von y (d. h. die Elemente von K 'y) haben die Form 3 a;y”, wobei 


q=0, a;€K ist). Der Körper K y) | ist algebraisch abgeschlossen. su 
Bemerkung. Eine algebraische Funktion a der komplexen Veränderlichen z definiert man durch die Gleichung 
| un(2)ar + un )ar ++ we) = 0, 
wobei die w;(z) Polynome mit komplexen Zahlen als Koeffizienten sind. Die algebraischen Funktionen von z 
bilden einen algebraisch abgeschlossenen Körper ef). Jede algebraische Funktion a läßt sich in einer Um. 


u. 
gebung von z = 0 in eine konvergente Reihe mit gebrochenen Potenzen a — $b;zP entwickeln. Wir ordnen 


i=q4 
isomorph zu (Mikusinski [4]) 
a u 8 
2>—, 5 biz? > zu(z)- 
8 a BB 
RN A MER! s 
Bei dieser Zuordnung geht der Körper &[z} in ——| über. Die Reihen 5 b, (+) ? die die Elemente von 8 


AN 
1 
i=—g 


BR 
darstellen, konvergieren im Sinne der Operatorenrechnung (Mikusinski [4]), deshalb gilt M> 8 5 . Die Elemente 


a(s) von & 4 bezeichnen wir als algebraische Funktionen von s. 


m 
Nun der Beweis von Satz III. 1. Wir gehen vom Körper a < M der algebraischen 


Funktionen a(s) von s aus. h* ist transzendent zu at (Satz I. 2), die Abbildung 


h’<>y, Za;fs) hP' <> Za;ls) yr 


i=—-gq i=-q4 


(4 rm 1 3 
ist wegen Satz I.2 ein Isomorphismus, also haben wir ur MR ri v|- 


rm 


7 
Nach Satz I.1 ist M > at h’, und der Satz von Puiseux, angewandt auf die 


N Ara 
Körper & 3] ir |h"| beendigt den Beweis. 


Jetzt wollen wir die Frage beantworten: Wann ist der Operator v = $ a,;(s) RP’, 
i=-q 
d.h. die Wurzel der charakteristischen Gleichung (5), ein Logarithmus ? 


Satz III. 2. a) Seig =; der Operator 3 a;(s) nP' ist dann und nur dann ein Loga- 
i=0 


rithmus, wenn a,(s) einer ist. 
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b) Seig > 0 und a_,(s) +0; der Operator 3 a;(s) h? a ist in diesem Fall niemals ein 


i=-gq 






Logarithmus. 





Beweis. Der Beweis von a) folgt aus der Bemerkung I.1, daß der Operator 


exp ( ® a;(s) 17‘) A 


i=1 





existiert. 








0 2 
Um b) zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß A = Ya,;(s) h” i kein Logarithmus 
img 







ist. Dazu schreiben wir 





q 
A=hmga.,()h, u= n 


i=0 





und alles, was wir beweisen müssen, ist, daß die Operatorengleichung 
(*) x (A) = Az(}) 


nur die Nullösung x = 0 zuläßt. Wir wählen den Operator c derart, daß für eine Lösung 











z = x(}) von (%) ex(A) = y(A) eine Funktion ist, deren Ableitung via, i) stetig im 





Gebiet D(A€ I, 0 <t< oo) ist (siehe Definition von x’, Mikusinski [2] S. 169), und I” 
derart (N natürliche Zahl), daß a_,(s) I" €C ist füri=0,...,g (Mikusinski [4]). 

Wenn wir die Gleichung x = Az mit cl” A multiplizieren, erhalten wir die 
Gleichung 






(t—ay"-! 0) 


t 
(6) N azyıh u — qt,) du - [Bu — u) y(A, u) du 
6 6 





mit 


en 


q } 
Bi) = ( Za,,(s) 1) (EC. 







i=0 
Für 0 <t <gr, haben wir y(A, t— qr,) =, also ist 
SBu—u ya, u) du = für 0 St <ogr.. 
Da a-,(s) pseudoanalytisch und + 0 ist, ergibt der Satz von Titchmarsh [11] 
(7) y(A,t) = für 0 St <gan. 
Damit haben wir y(A, t— gqr,) =0 für 0 st <2gr, und wieder folgt aus (6) 
ie (8) fBu— u) y(A, u) du =0 für gr, St <2gr,. 





qrı 
Wir substituieren u, = u — gr, tı, =t— gr; 0 St, <gr,; dabei geht Gleichung (8) 
über in 







" 
F Bit, — u,) y(A, u, + qr,) du, =0, 





und der Satz von Titchmarsh [11] ergibt abermals y(A, t, + gr,) = für 0 St, <gr.. 
Wegen (7) haben wir also y(A,t) =0 für 0 st <2gr.. 

Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir y(A, t) = 0 für 0 St < und 
damit 2 =0 q.e.d. 






16* 
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Bemerkung III. 1. Wie man sich leicht überzeugt, gilt Satz III. 2b) allgemein für 


- Operatoren 5 c;h’' mit den Eigenschaften 
i=-4 


1.) u=f, fu rec, I=—4Q,...,0, 


2.) f-,(t) ist in keiner Umgebung von 0 identisch gleich 0. 
(Statt mit IY haben wir im obigen Beweis nur mit r zu multiplizieren.) 


Bemerkung 111.2. Da die Frage, wann der Operator a,(s) ein Logarithmus ist, von 
Mikusinski [5] beantwortet wurde, gibt uns Satz III. 2 ein vollständiges Kriterium über 


die Logarithmizität des Operators 5 a,(s) RP, d. h. über die Logarithmizität der 


i=—gq 


Wurzeln der charakteristischen Gleichung (5). 
Bemerkung 111. 3. Die letzten Sätze lassen sich — ohne ihren Wortlaut oder ihre 
Beweise zu verändern — sofort auf folgende Gleichungen ausdehnen: 
am m 2 


u+ 
(1) 2 z 2a, saram &(h I—n)=plAt), 


k=0 u=0,=0 
wobei 7, = tpı, k=0,1,...,.d, p% =0, r>0 und p, natürliche Zahlen sind. 
Wegen Satz III.i können wir auf die Gleichungen (1) die Mikusinskische Diffe- 
rentialgleichungstheorie anwenden (siehe Mikusinski [4], [6]) und erhalten: 
Satz III. 3a. Es sei die Gleichung (1) gegeben, und die Lösung x(A,t) sowie ihre 
Ableitungen 
'’z 
ar’ or 
genügen derartigen Stetigkeitsbedingungen, daß Formel II (3) gültig ist. Wir nehmen an, 


daß unter den max (m, m,) Wurzeln der charakteristiscken Gleichung (5) genau N Loga- 
rithmen vorkommen. Dann bestimmen die Bedingungen 


(u =0,..., max (m, m,), v=(,..., max (n, n,)) 


E En ME (R=0,.. mA), 
(A) uno, 


zZ I...) (“=0..,m—y, 


u=0v=0 


(R) (30: 21% Y), Mori . (<<, =0,..,N—A), 
0% 


wobei g.(A), g2(A) und v,(t) gegebene Funktionen sind und h,(}) = (Fr ap ©(A, H). ist, 
0 


die Lösung der Gleichung (1) eindeutig (falls eine Lösung existiert). 

Satz III. 3b. Die Gleichung (5) habe wenigstens 2 Logarithmen v,, v, als Wurzeln. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Eindeutigkeit der Lösung von (1) 
unter den Anfangsbedingungen (A) und den Randbedingungen 

(R') (A, =hll), Ast) hl) (OSt<o) 
ist, daß die Gleichung (5) keine weiteren Logarithmen als Wurzeln hat (N =2) und daß 


ee k=+1, +2...) 
1 2 


gilt (siehe Mikusinski [6)]). 
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Die partiellen Differential-Differenzengleichungen lassen sich in 1. logarithmische 

(N = max (m, m,)), 2. gemischte (0 < N < max (m, m,)) und 3. reine (N = 0) einteilen. 

Bemerkung 111.4. Die hier bewiesenen Sätze sind nicht nur reine Existenzsätze, 

sondern sie erlauben es auch, die Lösung der partiellen Differential-Differenzengleichungen 
wirklich hinzuschreiben. 


Dazu geht man folgendermaßen vor: Die Anfangsbedingungen (A) aus Satz III. 3 
benutzt man, um von der Gleichung (1) zur Operatorengleichung (2) überzugehen. Nun 
löst man die charakteristische Gleichung (5). (Wegen Satz III. i kann man (5) „algebra- 
isch‘‘ lösen). Satz III. 2 benutzt man, um festzustellen, welche Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung Logarithmen sind. Die Nicht-Logarithmen läßt man einfach fort. 
Nach der allgemeinen Mikusinskischen Differentialgleichungstheorie hat jede Lösung von 
(2) die Form 


za) =) + ae ++ cyMert, 


Dabei ist z,(A) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2) (sie braucht nicht 
immer zu existieren!), v,,...,o, sind die voneinander verschiedenen Wurzeln-Loga- 
rithmen der charakteristischen Gleichung (5). (Der Faktor 4* tritt dann mit auf, wenn 
ein Wurzel-Logarithmus von (5) vielfach ist.) Die Operatoren c,,...,c, lassen sich aus 
den Randbedingungen (R) oder (R’) eindeutig bestimmen. (Dazu braucht man nur ein 
lineares Gleichungssystem zu lösen.) Damit ist auch die Lösung x eindeutig bestimmt. 
(Für die formelmäßige Durchführung siehe die Beispiele am Ende dieser Arbeit.) 

Satz III. 4. Es sei m = m,. Die Gleichung (1) ist dann und nur dann 1.) logarithmisch, 
2.) gemischt oder 3.) rein, wenn die Gleichung 


u+rv 


(9) 3 z Kur 


er 


z(4,t) =0 


(genannt Hauptteil von (1)) dieselbe Eigenschaft hat. 


Beweis. Da m > m,, hat der höchste Koeffizient der charakteristischen Gleichung (5) 
die Form w„(s) + h’ü„(s), wobei w„(s) #0 ist. Die Reihenentwicklung der Wurzeln v 
enthält deshalb keine negativen Potenzen von h*. Der Koeffizient a,(s) ist aber die Wurzel 
der charakteristischen Gleichung von (9) und Satz III. 4 folgt somit aus Satz III. 2a). 


Satz III. 5. Es sim Z m,, n = und n, beliebig. Die Gleichung (1) ist unter diesen 
Voraussetzungen immer logarithmisch. 


Der Beweis folgt aus Satz III.4 und der Bemerkung, daß unter diesen Voraus- 
setzungen die charakteristische Gleichung von (9) nur Zahlen als Wurzeln hat. 


Satz III. 6. Es sei m, > m und der Hauptteil von (1) sei nicht identisch gleich Null 
(d. h. wenigstens ein &,, +0). Die Gleichung (1) ist dann niemals logarithmisch. 


Beweis. Unserer Annahmen wegen hat die charakteristische Gleichung (5) die Form 
(10) Hu, (s)o" ++ (wm, il) + hun, ss) "++ (wol) + h’uols)) = 0, 
wobei u, (s) #0 und w„,_-;(s) #0 ist, 1>0, 


Es seien mit v,,..., o,, die Wurzeln der Gleichung (10) bezeichnet. Da 


h’ u„,(s) (— 1‘ 3 u: Ge Kazı Ym,-i(8) + h’u„,-i(8) 
ip nd 


ist, muß wenigstens eine Wurzel v, in ihrer Entwicklung nach Ah’ negative Potenzen 
von A” enthalten. Wegen Satz III. 2b) ist der Operator v, dann kein Logarithmus. 
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Führen wir für die charakteristische Gleichung (5) den Begriff einer abstrakten und 
"Riemannschen Fläche ein (siehe v. d. Waerden [12]), so können wir folgenden Satz aus- 
sprechen: 
Satz III. 7. Ist m, > m und hat die zur charakteristischen Gleichung (5) gehörige 
Riemannsche Fläche % auf jedem ihrer Blätter über dem Punkt 0 einen Pol, so ist die 
Gleichung (1) rein. 
Beweis offensichtlich. 
Beispiele: 
1.) Wir wollen die Gleichung 
ox(A, t) Hs 
57 — (4, t—1) =0 BR 
unter der Randbedingung gun 
2(A, 1) = ft) 
lösen. Dazu schreiben wir sie in Operatorenform: unc 
x —hır =. 
Da die zugehörige charakteristische Gleichung vo — h! = (0) nur eine Wurzel v» —h! om 
hat, die ein Logarithmus ist, genügt die vorgegebene Randbedingung, um die Glei- 
chung eindeutig zu lösen. Wir haben 2x =c-e"*. Wegen der Randbedingung Es 
z(A,t) =c:"%* = {fl} ist c=f-e-"* und wir erhalten 
x = feA-% PETE  UTIER ,... wi 
f 1! 2! R 
a 
[0] aa . ubait i 
i=0 il 
od 
2.) Wir lösen die Gleichung 
zit) Mxzi,t—2) 0 
042 012 a: 
unter den Rand- und Anfangsbedingungen 
(0,1) =flt), (0,1) =glt), 2(4,0)=0, 2(4,0)=0; gfEcy. 
Wir schreiben sie unter Benutzung der Anfangsbedingungen als Operatorengleichung 
x — Mez=0 
und lösen die dazugehörige charakteristische Gleichung: . 
U 
ve — h’st—(, 
%,. = + h!s — beide Wurzeln sind Logarithmen. Wir haben z = c,et4 + c,e-hsa, oc 


Die Randbedingungen ergeben 
4+%=f, hs(la—c,) =g, 





1 1 
1. — hr 
ART ä 


cı u Var G= ae, 
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und für die Lösung x erhalten wir die Formeln 
> |ftem + e-ks4) „2! I gfehn _ e-hea) 


© (hsA)® - ars 
Bar + Team 

_y fd (t — 2i) Azi © ge) (t — 2i) jzi+ı 
a (21)! Pr (2: +1)! 


12 








3.) Die Gleichung 


02x(A,t) O%xl(A, t) ox(A,t — 
u ot 
unter den Anfangsbedingungen z(4,0) =0, z,(4,0) =0 sei zu lösen (die Randbedin- 
gungen geben wir später an). Die Operatorengleichung hat hier die Form 


x" — s?x + 2h'se — h"x = 0 


x(A,t— 27) =0 


und die charakteristische Gleichung 
ve — (s— h’)?=0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 
vu =s—h’, vw =h'’—s. 
Es sind Logarithmen und wir haben 
z = ce" + 1,e" 
Wir setzen c, = 0 als eine Randbedingung und c,(t), eine beliebige Funktion, als zweite 
Randbedingung. Damit erhalten wir 
= A = 
oder 
3 (lt — ir — a) 
il 





z(4,t) = 


i= “ 

zit) Oxldt) 9 (h, t—1) N: oxli,t—1 
042 oA0t? 04 012 
(4,0) =0, (4,0) =0. 
a" — str’ —2hr' +hs?z+h?r =(0, 
ve —v(s®?+2h)+h®+h?=w—s?—h) v—h) =I0, 
v=s’+h %=h. 

v, ist kein Logarithmus, während v, einer ist; wir können also zur eindeutigen Lösung 
eine Randbedingung x(},,t) = f(t) € C5 angeben. So erhalten wir 


z=cH c=fer* = fe 








4.) 


oder 
- „ft i) [A— Alf 


= il 





x(A,t) = 
Rzl,t—r MiAt— mn—r) 0x4, 1) + ox(),t—r 
042 orot 04 ot 
(4,0) =0. 
h"z' — shıtHr2' — 2’ +sh"r=(0. 





ı) a 0, 


5.) 
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Die charakteristische Gleichung 
ho? — (sh"+" + 4)v + sh" = (w— sh") (h"v — 1) = 0 
hat zwei Wurzeln v, = sh", v, =h”", wovon die erste ein Logarithmus, die zweite aber 
kein Logarithmus ist. Zur eindeutigen Lösung können wir eine Randbedingung 
(Ay) = flt) ECy 
angeben. Wir erhalten 


x = f- era) 


oder 
» We—i 5 
Ad) =E f9d(t ri) [A — 4] 
Fe il 
(Diese Aufgabe fällt nicht unter den Satz III.1, da r, kein Vielfaches von r, zu sein 
braucht.) 
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Eingegangen 23. Februar 1959. 


Berichtigung 


Bei der Arbeit von AR. Berger (dieses Journal 201, 1959, 172—177) muß der Titel 
richtig heißen: 


Zur Idealtheorie analytisch irreduzibler Stellenringe. 


Durch ein bedauerliches Versehen wurde ‚normaler‘‘ statt ‚„irreduzibler‘‘ gesetzt. 





Zum Scholz-Brauerschen Problem. 


Von Walter Hansen in Flensburg. 


Herrn Professor Dr. Alfred Stöhr gewidmet. 


Das Scholz-Brauersche Problem bezieht sich auf Additionsketten. Eine Folge 
natürlicher Zahlen 
u Te ae 
heißt eine Additionskette der Länge L für n, wenn 
„=1, 4, =n 
und für jedes r > 0 
(1) ,=4,+ 0; (s,t<r) 
gilt, d.h. a, ist die Summe irgend zweier Glieder, die vor ihm stehen. Man interessiert 


sich bei vorgegebener Zahl n für Additionsketten von minimaler Länge. Diese sei mit !(n) 
bezeichnet. Das Scholz-Brauersche Problem besteht nun in dem Nachweis von 


(2) (2m —4) <m—1 + Im). 
Gestellt wurde es in dieser Form von Alfred Brauer [1] auf eine Anregung von Arnold 


Scholz [2] hin. Brauer aber schränkte seine Betrachtungen auf einen speziellen Typus 
von Additionsketten ein, der dadurch gegeben ist, daß (1) zu 


(3) .=4a_,+% (t<r) 


verschärft wird. Die minimale Länge aller speziellen Ketten für n bezeichnet er mit !*(n). 
Offenbar ist 
in) < 1*(n). 
Brauer beweist nun entsprechend zu (2) 
(4) I*(2"m —4) <m—1 + I*(m). 


W.R. Utz, von dem die Bezeichnung des Problems stammt [3], löst das Problem (2) 


nur für 
m = 2*, bzw. m = 2* + 2° (u, v natürliche Zahlen). 


Auch die vorliegende Arbeit löst das Problem nicht. Aber es wird in ihr bewiesen, daß 
I(n) und !*(n) für gewisse n verschieden sind. Somit ist das fragliche Problem nicht 
dadurch zu lösen, daß man unter den Ketten minimaler Länge /!(n) eine vom Typus (3) 
finden kann und so das Problem auf das Ergebnis (4) zurückführt. Weiterhin wird in 
dieser Arbeit eine Verallgemeinerung von (4) bewiesen, indem ein allgemeinerer Typus von 
Ketten als jener durch (3) gegebene betrachtet wird. 
N 
Hilfssatz. Es sei n = 5 2% mü 
i=0 
N22, 224, +46, 20,1 + 2:16” 6G=1,2,..,N—1). 
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Dann gil' 


*n)=o+N!N). 
Beweis. 


1) Es ist 
m 
m 7 © WER © E75 EE  | 
i=0 


eine Kette?) von der Länge c, + N und der Bedingung (3); also ist 
(5) *(n) <c,+N. 
2) Es sei 
Er” SUGRERERE 


eine Kette mit der Bedingung (3) und der minimalen Länge /*. Mit / sei die Anzahl der 
r >0 mit 
a, #+2a,-, d.h. a, <Sa-, +04, 


bezeichnet. Dann läßt sich wie bei der Fibonacei-Folge mit der Zahl des Goldenen 
Schnittes®) G das n folgendermaßen abschätzen: 


M<n<id. 


Daraus ergibt sich durch Auflösung nach f 


l< 1 legt (I* —.c,) < A(l* — c,) 
und mit (5) 
I<4AN. 
Weiter sei für die Glieder a, eine formale Schreibweise definiert: 
B, ‚r 
„=22" (r=0,1,2...,). 
e=1 


Die B, und e, seien durch Induktion definiert: 
Bel d=0; 
a) falls a, = 2a,_, ist, sei 
B,=B,_, 4=d4' +1 e =-12..,8_); 
b) falls , — a,-, = a, + a,_, ist, sei 
= Br. 
B,=B,_,+B,& = a . ar er + B) 
Offensichtlich gilt mit B= B. 


(6) B<??’<46", 
Man vergleiche die beiden Darstellungen für n: 
ee. B 
n=523'’— 52®, 
i=0 o=1 


!) Für N = 0,1, 2 gilt das Ergebnis ohne Voraussetzung über die c; (verschieden), vgl. Utz [3]. 
2) Vgl. [1]. 
3) @ ist die positive Wurzel der Gleichung & — x — 1=0. 





Pi; 
2 
% 
E 
+] 





Weil 


leere 


Se 


D: 


Al 


Sc 


ris 
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Weil die c, paarweise verschieden sind, gibt es eine Klasseneinteilung der &, in nicht 
leere, paarweise fremde) Mengen M, mit 

(7) u 27 (=0,1,2,..,XN). 

eeM; e 

Für diese e€ M, muß wegen (6), wie man (7) entnimmt, 

(8) .2e>4—16” 
gelten. Dabei ist nach Voraussetzung 

(9) C; ms 16" a C;r41 5 16°. 


Wir definieren den e, entsprechend durch Induktion nach !* —r 


4 =dt —1, lalba,, =2a, 
ut, falls a,,, #2a,. 
Dann gilt 
(10) 26 >%— 16" 
dann und nur dann, wenn 
+ > - > gt! — 16°; 


dabei ist o < B,. Ferner gilt 


(14) Ar = — 941 22:16”. 
Es sei nun zu vorgegebenem j mit 1 <j < N dasjenige a, mit kleinstem x aufgesucht; 
für das es ein o mit 

(12) GE > — 16° 
gibt. Die Existenz eines solchen x folgt daraus, daß M, nicht leer ist. Aus der Minimal- 
forderung folgt wegen (10) 

4%. — G%-,=4y-#4;-ı, 

(13) gG=-d mit ser +B,_,- 

Betrachten wir €”, so gibt es ein M, mit 
e® € M,. 
Seine Eigenschaft (8) überträgt sich wegen (10) auf 
> >ad— 16". 

Dabei gilt wegen (12) und (13) 


(14) | — 5 | < 16°. 

Also ist wegen der Minimalforderung v +. Weiterhin gilt 
(15) azda- 

Sonst wäre 


0 1 > 5 — 16” wegen (10), 
FR <A, 
j=e wegen (14) und (11). 


#) Wegen der Voraussetzung sind formal verschiedene a die in verschiedenen Mengen liegen, auch nume- 
risch verschieden ((8); (9)). 


.” 
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Das ist aber falsch, also gilt (15) mit der Folgerung 
2d—d=d E21 16. 


Die Voraussetzung des Hilfssatzes gestattet nur 


(16) v=0, J2d>B— 16". 
Andererseits gelten für jedes „ mit > & > sg — 16” die Ungleichungen 
(17) JE, ,=d>g—1W., 


Daher gehört zu einem von j verschiedenen j’ ein von x verschiedenes x’, wenn, ent- 
sprechend, x’ der kleinste Index ist, für den es ein o’ gibt mit 


72 >—1N. 
Für jedes dieser x behaupten wir 


log a, 
log 2 


log a, _ı 
log 2 


(18) 


und beweisen: 




















log a, 


= 
A log 2 | _ 52° r 
wo über gewisse o mit & > 5 — 16” zu summieren ist. Denn es gilt 


log a, 





ll sau< ‚| = 


und (114). Nun ist 


str, 
wo über die gleiche Auswahl der g zu summieren ist.Denn es gilt (14); der Summand a, 
trägt aber kein 2” —2'+32-1 bei, weil &;,,_ ,<s?<s$ ist, wegen (16) für jedes 
v=1,..., B,. Damit ist (18) bewiesen. 
Nun gilt fürr=1,2,...,1* wegen der Monotonie 
%.-, Su =4-, +0, <2a,-,, 


log a,_ı log a, 
log 2  log2 





+5  (=0,4), 














wobei ö=1in c, Fällen ist, ö = 0 in mindestens N Fällen (18) eintritt; denn es gibt zu N 
verschiedenen j auch N verschiedene x. Daher ist 


*n)Zzo+N. 
Zusammen mit (5) ergibt sich die Behauptung des Hilfssatzes. 


Satz 1. Zu jedem positiv-reellen D gibt es Zahlen n mit 


I*(n)—l(n) >D (um) _— 


Beweis. Man wähle 








q 1 
n=2° + 32. Z2u 


v-1 u=1 


mit 
q>2D+2, 
.— 1, 22:16 (=1,2,...0) 
Bu— Bu-ı ZZ 2 16° + &ı („=1,2,...9), 


ce >22, + Bı) + 16", 











2° 


2 
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dazu für n die Additionskette: 


4,2,4,8,... ... he 
q 
JB 4 2a 2Pı 4 Dr 2a... ein nr, 
u=1 
gar 2At+2 > os ... a 
q q q 

2794 22,2 [*- + 22, a r- + 22] 

u=1 u=1 „1 


ga (ua 1). 22%, 2 [#*+ (2-44) za, + 


= u=1 


" Jar — & | + (29% + 4) zr.| h 


u=1 


7 q 
Ya + (2%, =% + 2 &s + 2% %) Zu, 2 -- + (2%, = % En ai + 2% %) 2%| b 


n=1 u=1 


q 
u Ya — a r- + (2m 2m 2” 0) 22] ’ 


u=1 


7-1 
„ Za-17% [x “9-14 32% %-1 22 b 


v=1 n=1 


q q q q q q 
Jg + 32° Z2Pu, 2 [> + Zr 22], 2° + 22% 22. 


v1 u=1 v-=1 u=1 v-l s=1 


Dabei widerspricht allein die Bildung von 2%*' der Bedingung (3). Die Länge der 
Additionskette beträgt ce + 29 — 1, denn der Exponent des ersten Summanden eines 


q 
jeden Gliedes zählt die Bildungen der Form a, = 2a,-,. Bis zu X2% stehen g—1 auf 


su=1 
andere Weise gebildete Glieder, und dieses Glied wird g-mal hinzuaddiert; damit sind 
alle Glieder erfaßt. Es ist also (n) Sc + 29 —41, I!*(n)=c + q? (Hilfssatz) und 


I*(n) — (in) > 2 —2gqg = 2Dg > D(l(n) — ce). 


Wegen Satz 1 erscheint es wünschenswert, den speziellen Typus (3) der Additions- 
ketten zu verallgemeinern. Da (2) eine Relation zwischen !(m) und !(2” — 1) und damit 
zwischen Ketten 

Eh... (Länge !(m)) 
4,01, 4, ...,2”— 4 (Länge höchstens m — 1 + I(m)) 


behauptet, vermute ich, daß in einem allgemeinen Beweis von (2) jeder Bildung 


b, . b; + b; 
die Bildung 


(19) 2 — 4 = 2ırd — 4 = Pr — 4) + 2 —1 
entspricht; d.h. jedem Glied 5, entspricht ein Glied 
(20) a, = Dr —4 (r=0,1,2,..., I(m)). 


ist eine untere Schranke für /(n), die für n = 2” angenommen wird ([1] und [3]). 





s) een] vo ‚ri, En 
0g 





log 2 
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Gewisse Glieder werden gedoppelt: 
(21) = 2m, i=m +1, m, +23..,myı —1). 
Man verstehe unter einer Summandenfolge einer Additionskette 


bo, b,, b,, .„.. b, 
eine Teilfolge dieser Kette 


(22) 9 SPRRE b,, 
mit den Eigenschaften 
==, 
b =b=m, 


b,, =, + (o B* 1,2, 3. . +8). 
b,, gehöre nicht notwendig zur Summandenfolge, aber zur Additionskette. 
Um unsere Überlegungen zu einem etwaigen Beweis von (2) fortzuführen, betrachten 


wir diejenige Summandenfolge, die zu jedem ihrer Glieder b, das Glied b, gemäß (19) 
enthält. Die Anzahl der notwendigen Doppelungen (21) beträgt mindestens 


q 

20, —b,,_,) =m —41. 

e=1 
Die Anzahl der Bildungen (19) beträgt I(m). Wegen (2) sind damit alle Glieder der Kette 
für 2” —1 gefunden. Das bedeutet aber, daß die Additionskette für m eine solche 
Summandenfolge zu wählen gestattet, d.h. die folgende Eigenschaft hat: 

(23) Es gibt in der Additionskette 
bo, bi, b,, bı 
eine Summandenfolge, so daß bei geeigneter Darstellung 
b,=b,+b, F=1,2,3,....D 


1) mindestens ein Summand, etwa b,, der Summandenfolge angehört (sollte auch 
b, ihr angehören, und folgt in ihr b,. auf b, und b, auf b,, so sei b, > b,), 


2) b,<by 


ist. Die minimale Länge aller Ketten mit der Eigenschaft (23) für die Zahl m sei mit 
l°(m) bezeichnet. 
Die im Beweis von Satz 1 angegebene Kette erfüllt (23) nicht. Lautet aber der An- 


fang vor 2Pı+! 
q 


4,2,4,...,2Pı, 20 + 20-1, 2a + 2Pa-ı + 2Pa-2,..., 22, 
u=1 
so erfüllt diese neue Additionskette die Bedingung (23) mit einer Summandenfolge, die 
man aus der Kette durch Streichen der Glieder 
q 
2-1 + 2Pr,.. ., 2 2Pu 
u=1 


erhält. Da auf 2% in ihr 2Ps+! folgt, ist 


q 
b,= 3 2u + 2 < 2Pstt, 
u=s+1 


Folglich ergibt sich 


Satz 2. /st D positiv-reell und n eine passend gewählte ganze Zahl, so gilt 
logn 
log 2 ) 





I*(n) —2(n) > D(PIn) — 

















gefu 
n = 


eine 


gen 


mit 


so 


F: 








en 


9) 








Mit der Bedingung (23) vermute ich, die weiteste Verallgemeinerung von (3) 
gefunden zu haben, die einen (2) entsprechenden Beweis gestattet. Er ist der Sonderfall 


n=1 des folgenden Satzes. 
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Satz 3. 10 Fi <(m—4)n + (m). 
Beweis. Es sei 
I 
eine Additionskette von der Länge /!°(m) für m, die (23) mit der Summandenfolge 
U 
genügt. Man bilde 
‚2 —1 fi=0,1,...,n(b, „—b,), falsdb,=b, #m 
any+ = 2 »-1 Her ern sonst , 


mit m, =0 und 


m... -/5 + n(b, ;, — br) +4, falls d, = by, + m 


m,+1 


sonst, 


so daß eine fortlaufende Numerierung durchgeführt ist: 


Ag; Q; A, „am Am; 


g 
m, = 1%(m) + zn, ;ı — b,,) = !P(m) + n(m —1), 


o=1 
IR na. 
md‘ 


Für v # m, Mı, - . „, mı gilt 





(24) a, = 24,-,- 
Für v»=m, und b, = b,, + b, ist 
ri, 2r—1 
__ HYnb 
(25) a, = 2" Ju + 2 T- 
Wegen 
,<b, 
e+1 
gilt 
nb, =. n(b, Pe b,,) 2 n(b, .ı a b,); 
also ist 
(26) ,,=4,+q, mit s= m, + nb,. 


Um nun (23) für diese Additionskette nachzuweisen, betrachte man als Summandenfolge 
alle Glieder bis auf diejenigen a,, , für die b, #1; b,; db; ...; m ist. Die erste Bedingung 
ist erfüllt, wie (24) und (26) zeigen. Desgleichen ist die Ungleichung der zweiten Be- 
dingung im Falle (24) erfüllt. Im Falle (26) folgt in der Summandenfolge auf a, ent- 


weder 2a,, es ist also 
a 


oder a, mit s’ = Mm, dann folgt aus 


5 
ddr 


m, <24,, 


((23) für 4, by, da, - . ., m) 
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die Abschätzung 


21 _ Per _4 
a = = (A.. 


nie er ee er r 





Mit Hilfe des von Brauer [1] bewiesenen Satzes 


(ab) < I(a) + I(b) 
ergibt sich aus Satz 3 die Folgerung 


Kam —4) <(m—A)n + 12" — 1) + Im). 
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Über iterierte s-te Ableitungen 
und s-te Adjungierte einer Matrix. 


Von Hermann Wendelin in Graz. 


Unter WM. werde eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten verstanden. Im folgen- 
den wird stets m = n sein. Die Elemente unserer Matrizen sollen aus einem kommuta- 
tiven Körper K stammen. Die Matrizen werden wir, wo Mißverständnisse nicht zu be- 
fürchten sind, unter Weglassung der Reihenindizes einfach mit M, ®,N,... bezeich- 
nen!). Wir setzen voraus: 

(V.1) Alle im folgenden vorkommenden Ausgangsmatrizen sollen regulär sein. 

Mit |M | werde, wie meist üblich, die Determinante von M bezeichnet. Speziell 
bedeute (a), , die einreihige Matrix mit dem Element a. 

Ist s eine ganze Zahl: 0 <s < n, so soll mit MO), kurz M®, bzw. mit MI, kurz 
M die s-te Ableitung, bzw. die s-te Adjungierte der Matrix M bezeichnet werden. 
Bekanntlich gilt: 

Setzt man fest, daß 

MD, = €, (die einreihige Einheitsmatrix), 
ER _ (IM ]),, und mir) we E, 1 
bedeuten sollen?), so stehen M® und M!! ausnahmslos in der Beziehung 


() ROM —|M | € ‚” 


MWAH 
n 


Hierin bedeutet G (+) reinige Einheitsmatrix. 


die 
2.) 

In dieser Arbeit sollen Beziehungen abgeleitet werden, die zwischen Matrizen bzw. 
deren Determinanten bestehen, welche aus einer gegebenen Matrix durch mehrmalige 
Ableitungs- oder Adjungiertenbildung hervorgehen. 

Def.1. Unter s,, Ss, . . .,s, sollen im folgenden beliebige ganze nichtnegative Zahlen 
verstanden werden, die jedoch den Bedingungen 

ET rn IT 02 #2 Be. 
gehorchen sollen. Hierin sind die n, durch 
N. R 
n=( M ) für x =1,2,...,k 
S4 
und n, = n erklärt‘). 

!) Die Bezeichnungen M, %,... werden in den Hilfsformeln und -Sätzen verwendet werden, während die 
Bezeichnung X den Sätzen, auf die es uns letzten Endes ankommt, vorbehalten bleibt. 

2) Manchmal schreibt man einfach 1 statt E,,, und | M| statt (| M |)... Doch fällt diese Schreibung aus 
der Matrizenschreibung heraus und soll deshalb hier vermieden werden. 


3) AB bedeute hier dasselbe wie A-®, ebenso AN dasselbe wie A-W. 
4) n ist die Reihenzahl der jeweils betrachteten Ausgangsmatrix. 
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Def. 2. a) Unter der k-fach iterierten Ableitung der Matrix WM, „ — in Zeichen M'v--»*» 
— werde die folgendermaßen erklärte Matrix verstanden: 


(Mei BRD s._ D)(e) für 23 


Mer.» — 
|. (a für k=1. 


b) Unter der k-fach iterierten Adjungierten der Matrix M, „— in Zeichen Mr» _ 
werde die folgendermaßen erklärte Matrix verstanden: 


(Mr +r- ıl)lr fürkZ2 


Mleı--s2) -{ pl) für k=1. 


Anmerkungen. (A 1). Man beachte, daß auf Grund der in Def. 1 getroffenen Fest- 
setzungen, falls in der Reihe der s,, $,,.. .,s: ein s,=( wird, die s;,,,.. -,$+ nur noch 
die Werte 0’ oder 1 annehmen dürfen. Außerdem ist dann n =n,,,=''"=m=1. 


(A 2). Statt MU! — der sogenannten Adjungierten schlechtweg — wird in der 
Literatur häufig M* geschrieben. M® ist natürlich mit M identisch. 


Wir führen einige wichtige Spezialfälle an: 


' E für s=0, \ . | ui 
A) 1.9 = a a, speziell E, = €, , für s= 0,1, 


2.MN=-E, fürs=0,1, 
3.MEP —€,, für beliebiges s; 


fü == Ö r 
(B) 1.Mi = = . a a speziell E* — €, , für s= 0,1, 


9, MD, fürs = 0, 
- EU fürsmi, 
3. MN (| MI), , für beliebiges s. 


Aus ihnen folgt allgemeiner: 


(II) a) Anne ae &,ı für beliebige s,,.. 5, $42-- +59); 
SE Elm |), für beliebige s,,...,s; undi<k: 
u für beliebige 51,...,89 Sy; 
Ar = €, für beliebige s,, . . ., 55; 


a _ ne falls mindestens ein s, = ist, 
m M,., falls alle s,=:1 sind; 

M;,,., Jalls alle s, = 0 sind, 

G,, falls mindestens ein s, —=1 ist. 


N [81,..-,8£] ad 
b )M; 1 = { 


Die Beweise zu (II) sind prinzipiell ganz einfach, bedürfen nur peinlicher Beachtung 
der in den Definitionen 1 und 2 erklärten Begriffe und können hiar, zumal sie etwas 
langwierig sind, übergangen werden. 


k /n Ber 
al*-! 
(III) a) me | di | Mn „al a—1 ) 


n,n ’ 


a”, ) 
DEE ad EEE 


5) „„beliebige‘‘ mit der in Anmerkung (A 1) angeführten Einschränkung. 
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bzw. 
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Hierin sind, damit a) und b) ausnahmslos gelten®), die Festsetzungen zu treffen: 


0\ _ 0\ _ a % 
(0) zit (}) BUT ) 0 


Beweis. Man geht am besten vom allgemeinen Fall n +1 und alle s, #0 aus. 
Beachtet man dann, daß 
MEL-- +3: 1,5%) Pu (Mer +2 1))r) 
bzw. 
lsı--»sr-1r8K] P: (Meer »*r-1l)[sel 


ist, so folgt aus den beiden bekannten Formeln 


(@) me = mn 
bzw. 
n—1i 
(B (mm 


durch vollständige Induktion (III) a), bzw. (III) b). Nachträglich überzeugt man sich, 
daß diese Formeln auch für die Spezialfälle gelten®). 


Indem wir unter M-'! die Inverse von M verstehen, erklären wir die folgenden 
Schreibweisen: 
Def. 2. PM r--»8R) N (Mer) 1 
MN — (Mer dj nt 


worin t eine beliebige nichtnegative ganze Zahl bedeutet. 


Analog sollen M- "ı--») und Mt» erklärt werden. Statt (M®)-! schreiben 
wir auch M'-" und entsprechend MI". 


Def. 4. Ist A ein Element aus K, so bedeute 
IM+CL- 3 dasselbe wie A(M+%ı--»») 
und ebenso 
AM+lı rl dasselbe wie A(Mtlr---*)), 
Zwecks späterer Anwendung erwähnen wir noch die folgenden Formeln: 
(IV) 1. (MIO = (MO)! 
2. (AM) = AM" 
3. (AM = AMN, 
Dann gilt der Satz: 
Satz 1. Es ist 
lm) — | 4 ag Denn 
worin 
k-1 k-1-xn  —A4 k 
un 2-0 ("| 0. 
Dr. 2 u=(k+l)- x 
bedeutet; außerdem ist noch zu setzen 


m... —i k 
a(” 1 )z! und NTs,=1. 


i=1 5, p=b+ı DE 


°) D.h. auch für die Fälle n = 1, bzw. Verschwinden von s,. 

?) Sogen. Satz von Franke. Vgl. Repertorium vo nPascal. 2. Aufl. 1910, 1. Bd., 5.139 unter Punkt V.! 
(#) ergibt sich aus (x), indem man in der Relation m . m =|M|E,. ;n 
Determinante übergeht. 2 AH) 

8) Auch hier gilt das im Anschluß an (II) Gesagte. Zur direkten Berechnung der linken Seiten der Formeln 
von (III) zieht man natürlich (IT) heran. 


beiderseits zur Bildung der 


18* 
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Beweis. Mau geht wieder vom allgemeinen Falln # 1 und alle s, #0 aus. Zunächst 


gilt nach (I) 
(1) we | gl Are, 
daher 
ls] — (Ally) en | gylsı] | (all); 
aus (III) und (1) folgt hierfür weiter 
ua). (| UI Amy 








und wegen (IV) 
n—1 
_. | DJ ı 8 ) . | DJ (Ay 
n—1l 
— | DJ ı % )-a . yet) 
also 
n—1 
(2) A — ya It gen, 


Die Formel des Satzes 1 stimmt somit für k = 1 und k = 2. Nun vollständige Induktion! 
Wir machen die Induktionsvoraussetzung: 


[81,...,3%] Ya... 
(12) ET) iıce A 
sei bereits richtig. 
Dann ist ®) 
YlLı--»s%+1] Pe (Alı--»Rlyler+1l 
& - RR} 
“TA EA DE +) 


= | 
oc 
= [ap AT nn, 
also 
2) 
-o "8 
(3) ylsı an +1) — | D1 pP 8. 1,k En), 
Für den Exponenten von || erhält man 
k 
n„‚—1 
n( u ) 06,2 $41 
w= [4 
k | Be (k-1)- x k 
Rn. 1 n,_, —iA 
(4) - ( r )-| 2-1 I P 4 ): I s,| "son 
„=1\ ” ”»=(0 i=] A u=(k+l)— x 


k u: > = k+1 
: 3(— 1) 2 ni ) I 5,7 041° 


u=(k+2)— x 
(4) in (3) eingesetzt ergibt schließlich 
Ylı--»r+1l — | A |e,a +1 X er 


w. z.b. w. 


») Unter Beachtung, daß 


en) 
[1,...,8£] | 9 
Kuda BEE 5 


gilt. 





daß ! 


kann 


so ka 
erhäl 


wort 


nung 


$s,„ = 
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als 


Ei 
Eı 





ächst 


on! 





RE IE 






SET 


re Ste 


Wendelin, Iterierte s-te Ableitungen und s-te Adjungierte einer Matrix. 141 


Nachträglich bestätigt man wieder unter Beachtung der Formeln von (II) und (III), 
daß Satz 1 auch noch die Spezialfälle umfaßt. Die etwas langwierige Durchführung 
kann hier unterbleiben. Beachtet man: 


(V) 41. Aus M = ARD folgt BP — Deren, 
2. Die Aussagen „M ist regulär“, „Mr ist regulär“ und „Mu ist 
regulär‘‘ sind gleichwertig, 
so kann man die Formel des Satzes 1 danach unmittelbar nach Nr» auflösen und 
erhält 
Satz 2. Es gilt 
Years) —_ | A Der ton, 2 gg Det g), 


worin o,,, dieselbe Bedeutung wie in Satz 1 besitzt. 


Anmerkung (A 3). Satz 1 und Satz 2 können unter anderem zur eleganten Berech- 
nung von Relationen zwischen Minoren von X herangezogen werden. 

Zur Illustration der vorigen Anmerkung spezialisieren wir in Satz 1 die s, alle zu 
s, = 1 und erhalten den spezielleren Satz: 

Satz 1’. Bezeichnen wir kurz mit A#", die Iterierte WU, in welcher, =" = s,—1 


angenommen ist, so gült 


(ner nk 








1.5, =1|19 n nk 
wofür wegen A-! = |A|-!-W* auch geschrieben werden kann: 
w-yk-ı 
2. = a " q für k =0 mod 2, 
RR (n—yk+ı 





Ia| = ge fürk=1 mod2. 


Wählt man in Satz 1’, 2 zum Beispieln =3,k =2, so erhält man die bekannte 


— meist viel umständlicher abgeleitete — Beziehung 
1} 
Ay Ay | 
N | Aa: | M;; |, 
| Aız As] 


worin die A; die algebraischen Komplemente der a;; bedeuten. 
Unter Heranziehung des Satzes 1 erhält man 
RL’) Yylsı,---»#%) u AYeı---»#%) | aleygı- Ks...) 
IA kenne Dit 
ae Yylsır--»3£] DE Ze 


also 
Yır--8%) Yylsır-- sr) — Yylı--+s2) Yen 8R) 
(Ar P)2 für k = 0 mod 2 
UF n 
GC für k = 1 mod 2. 


"pnik 


Eine ähnliche Formel ergibt sich mit Hilfe des Satzes 2. Fassen wir die entsprechenden 
Ergebnisse zusammen, so erhalten wir: 
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Satz 3. 1. Yeı--»sp) lsı---»%) N Yylsı,--»sg) Yen». 


(A -+32)2 für k=0 mod 2, 
€ 


-umaf 


\ NpNe 


für k =1 mod 2. 
...8%) Ylı--»s%] Ben Yylsı-- sg] Yeı,--»52) 


(Alrı--»*r1)2 für k= 0 mod 2, 
€ für k =1 mod 2. 


= | A (-n#t to, { 
NN 
Def. 5. 1. MI» [R + 14-87) un (Mr) a 


> Mei, »*%] (&£+1-.+) — (Mer sHl)@r+ 18), 


Aus Satz 1 folgt dann 
Satz 4. 1. Ali») @ +1,82) a |A 1,2841" AM, 


F ur 


.o 
7 ler. #p) [sg + 17-7) ka; wi ae 4-1 ) +18 Yan.) 


Hierin bedeutet 


0, 
a=(4+1)— x 
für ganze p,qgZ0 mit ps; q"). 
Beweis. Ad 1.: 
ler lag) — [| A jeır „A 1Ky8p Kor+1 


= | A [1,0841 .- DEey,...,8) ; 


Ad 2:. Mit der Abkürzung 
M — 61%) 


ME Dr. 
ist zunächst 


81 8g)[ 20.08) Au [s£ + 19-87] 
DIR 1 sp) l8£ +1 [7] Da 


— | M 


o (-YI-ks En 
FE nn A k+1>81 


also 


k erh 


2 2 )-o 
Yer--»sp) Tg + 17-87] ui | A PP 2 ja und ya), 


Aus Satz 4 leiten wir nun eine Beziehung zwischen 
Yen und Aer- PD ler+ 1-7 
her. Die beiden Gleichungen des Satzes 4 besitzen die Gestalt 
(1) B — 1,6-2* und D = 7,67, 


"°) o,,g Stellt somit eine Verallgemeinerung des in Satz 1 erklärten Symboles o, | dar. 


ni [818g K8£ 419-8 ) (81,...,8]) (01. »Bp)l8g + 17,87) 
11) Es ist also B= % =)Y = 
) Es ist also ® 4 ‚E m [ und ® ‚Q f 
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Aus ihnen gewinnt man 
.(—_ 1)k+1 _ 1)k „(—_ 12 -k+1 11 -k 
(2) e=X ) BD und = \ ) .z0-D i 
also 


’ 


11% AD a pr ktl a ıy)-k ıA_ mE «_ni-k+1 
gi-nt _ ont. a ge Er a-D# . am 


woraus weiter folgt 
DS Tau VE: Ya 3 
oder 
(3) B=4, a, 
Setzt man jetzt für die ®, €, T ihre Bedeutungen ein, so erhält man 
(-ıfti. a ern 
Yylsı--»3.1@r 417-870) au | DJ 01,8 84180 5 | DJ | x»=1 ” ” 


r (Aeı--»*% [+17 yl- 1)? 


k In -1 
—1 
= | A Je Hart. „" 1-1 Far 


. (Are ler+ 1er) IR ö 


Damit haben wir einen „Quasivertauschbarkeitssatz‘‘ gewonnen: 
| lır---»8%) [8£ + 17-87] 
für l=0 mod 2, 
Yer--- pr + 1-8] 
für l=1 mod 2, 


Satz >. Yylsı--»82)8% +1,87) _ | DJ KUBBENIU FERNE 


Worin Ty,,,. gemäß 


8% 1(8£ 4 1>+-+,87) 


k 
N, —1 
ze. . oe dr; dt . 
epensgl&ghte nd) De kb Se+1 s+(—1) m a ) Op +1,1 


erklärt ist. 

Aus Satz 1 folgt noch eine bemerkenswerte Beziehung zwischen der Determinante 
einer k-fach iterierten s-ten Adjungierten einer Matrix und der Determinante der aus 
der Matrix in bestimmter Weise gebildeten k-fach iterierten s-ten Ableitung!?). Wir 
beweisen den Satz 


Satz 6. | Ale] == | Yen») 
n,n ) ’ 


n,n 
worin S£ = Ny_1 — Sm, mün,—n, bedeutet. 
Df. 
Er besagt i. W., daß man bei der Bildung der Determinante von Al’ die 


sämtlichen, vor den verschiedenen komplementären Minoren (verschiedener Ordnung) 
anzubringenden Vorzeichen ignorieren, d.h. durch + 1 ersetzen kann. 


Beweis. Nach (III) a) hat man 


(5) 
| Aero] = | 4 =: s,-1 19 


12) Die Bezeichnung s statt s soll vorderhand nur auf einen Unterschied zwischen den s,, 83, . - ., 5; bei 
der s-ten Adjungierten und den s,, 83, . ., 5; bei der in Betracht kommenden s-ten Ableitung hinweisen, der in 
Satz 6 präzisiert wird. 
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’ ’ n,.,—1 \ 41 
also, da s, = n,_, — 5; Ist, unter Beachtung der Beziehung ((. . N) ) zn we \ 
Fe al Ph 


oo. u ws; ) 
| Aer--P| = | % al ‚ . 


der letzte Ausdruck ist aber nach (III) b) identisch mit | Ar -*)|, 


Dem vorigen Beweis möge noch ein weiterer (in skizzierter Form) angeschlossen 
werden, der seinen Ausgangspunkt von anderen Begriffsbildungen nimmt; zwar etwas 
langwieriger geartet, leuchtet er dafür in die strukturellen Verhältnisse der vorliegenden 
Determinanten besser hinein und darf deshalb vielleicht ein gewisses Interesse für sich 
in Anspruch nehmen. 


Der angekündigte Beweis wird in zwei Schritten geführt. Zuerst zeiet man: 
8 8 
Bedeutet Av--»**+* jene Matrix, die aus Aı-»**! dadurch hervorgeht, daß man in 


ihr bei sämtlichen algebraischen Komplementen‘?) den ihnen anhaftenden Vorzeichenfaktor 
durch +1 ersetzt, so gilt 


(T 1) | ylı-- lt] a | lg], 
Sodann zeigt man: 


(T 2) | lernt] | er.) [ 
Aus (T 1) und (T 2) folgt unmittelbar Satz 6. 
Beweis von (T 1): 


Wir schicken einige Definitionen und Hilfssätze voraus. 


Def. 6. 1. Ist M, eine Matrix, vor deren Elementen m,, — einerlei, ob sie selbst 
vielleicht positive oder negative Zahlen darstellen — noch ein Vorzeichenfaktor vyx — +1 
oder = — 1 angebracht ist, so heiße M, „ vorzeichenbehaftet, kurz eine vb. Matri. '?). 


Wir wollen auch sagen: cine Matrix, deren Elemente vb. sind. 


2. Eine vb. Matrix M,„ heiße positivierbar — kurz pb.":) wenn es möglich ist, 
ihre sämtlichen Vorzeichenfaktoren durch Multiplikation geeigneter Zeilen oder Spalten mit 
I ın + 1 zu verwandeln. Die so entstandene Matrix werde mit M;}, bezeichnet und heiße 
positivierte Matrix; die vorige, zu ihr führende Operation heiße Positivierung. 
Gilt hierbei im besonderen noch | My, | = | M,n |, 50 heiße M,„ im engeren Sinne 
pb., kurz i.e. S. pb.!®). 


Wir wollen auch | WM, | als pb. bezeichnen, wenn diese Eigenschaft auf M,, zutrifft. 

Und nun der Hilfssatz: 

(VI) a) Notwendig und hinreichend für die Pb. von M ist, daß die Vorzeichen- 
verteilung — kurz die VV. — je zweier Zeilen übereinstimmt oder entgegengesetzt gleich 
ist, also alle Zeilen denselben Vorzeichenwechsel — kurz VW. — aufweisen'?), 


a’) Ebenso sind die analogr:. Bedingungen für die Spalten von M notwendig und hin- 
reichend für die Pb. von M. 


3) Das sind also die algebraischen Komp «mente der Ordnungen $,,.. ., 5;- 

14) In diesem Sinne ist also z. B. A* cine v... Matrix: Ihre Elemente — die komplementären Minoren 
sind noch mit den bekannten Vorzeichenfaktoren, welche sie zu aleebraischen Minoren machen, zu versehen. 

15) Mit dem Substantiv Pb. (= Positivierbarkeit). 

'#) bie Beziehung | W+| = + | M]| gilt natürlich immer. 

7, So besitzt die Vorzeichenreihe „++— -+— " denselben VW. wie die Reihe „- — +—+*, 


 « 
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b) Hinreichend für die Pb. i.e. 5. von M ist, daß neben der unter a) ausgesprochenen 
Bedingung außerdem die VV. der ersten Spalte mit der der ersten Zeile vom M übereinstimmt 
und %ı = 4 1 ist. 

Beweis. Ad a). Hinreichend: Seien für die Matrix M die Bedingungen von a) erfüllt. 
Multipliziert man alle Zeilen, deren VV. von der der ersten Zeile abweicht mit — 1, so 
weisen dann alle Zeilen der so veränderten Matrix dieselbe VV. auf. Man braucht daher 
nur noch jene Spalten, die das negative Vorzeichen tragen, mit — 1 zu multiplizieren, 
um zu M*+ zu gelangen. 


Notwendig: Man gehe von einer beliebigen Matrix mit lauter positiven Vorzeichen 
aus. Multipliziert man dann irgendwelche Zeilen oder Spalten mit -— 1, so gelangt man, 
wie leicht einzusehen, stets nur zu Matrizen, die sowohl in den Zeilen unter sich wie auch 
in den Spalten unter sich gleichen VW. aufweisen. 


Ad a’). Da zufolge der Definition der Pb. einer Matrix M ihre Pb. gleichwertig ist 
mit der ihrer Transponierten, so ergibt das unter a) angegebene Kriterium für Zeilen 
sofort auch das entsprechende (notwendige und hinreichende) für die Spalten der Matrix !®). 


Ai b). Mögen genau die Zeilen mit den Nummern n,,..., rn, in der ersten Spalte 
negative Vorzeichen besitzen). Diese Zeilen multipliziere man mit —1. Da aber die 
erste Zeile wegen der gemachten Annahme v,, = + 1 von dieser Operation verschont 
bleibt, so enthält sie genau in den Spalten mit den Nummern n,,..., n, negative Vor- 
zeichen. Nach Multiplikation dieser Spalten mit — 1 gelangt man zu M*+. Im ganzen 
wurden dabei die Spalten ebenso oft mit — 1 multipliziert wie die Zeilen, so daß Deter- 
ıninantengleichheit besteht. M ist also pb. i. e. S. 


Bemerkung: Es ist vielleicht nicht uninteressant, daß man auch unabhängig von der Erkenntnis, daß der 
gleiche VW. der Zeilen bereits hinreichend und notwendig für die Pb. einer Matrix M ist, zeigen kann, daß aus 
dem gleichen VW. der Zeilen stets der gleiche VW. der Spalten folgt. Da dieser Sachverhalt die Struktur der vor- 
liegenden Bindungen noch weiter erhellt, so soll sein Beweis kurz skizziert werden. Man zeigt: „Steht die VV. 
der Zeilen einer Matrix M im Verhältnis der Gleichheit oder Entgegengesetztheit mit der VV. der ersten Zeile, 
so gilt Gleiches auch für die Spalten von M bezüglich der ersten Spalte.“ 

Beweis: Sei k beliebig, aber fest gewählt (1<k<n). 

(1) Sei %,; = tjx. Man zeigt dann, daß auch 

(a) %, = tg ist füri = 1,2,...,n,d.h., daß die k-te Spalte dieselbe VV. besitzt wie die erste Spalte. 

Ist nämlich etwa 

(al) 9, = tjı, So gilt auch 

(a2) %% = tr, letzteres wegen der vorausgesetzten Gleichheit des VW.'s in den Elementen zweier Zeilen. 
Aus (1), (a2) und (a1) folgt dann 

(A)ı dar = dir- 

Ist dagegen — statt (al) 


(a3) %ı = — tin, So gilt auch 

(a4) vg = — tr; und aus (1), (a4) und (a3) folgt wieder 

(A), %ı = tjr. Aus (A), und (A), ergibt sich schließlich (a). 
Ganz ähnlich wird der Beweis weitergeführt, wenn die Annahme (2) v,, = — ty, zugrundegelegt wird. 
Def.7. Ist v eine Reihe von n Vorzeichenfaktoren v, (i =A,...,n) — kurz eine 


Vorzeichenreihe — so wollen wir sagen: Die Matrix M wird mit v zeilenmäßig über- 
lagert, wenn jede ihrer Zeilen nach Art des inneren Produktes zweier Vektoren mit v oder 


18) Siehe die Bemerkung in Kleindruck am Schluß des Beweises. 

19) Gibt es keine solche Zeile, so müssen infolge der unter a) gemachten Voraussetzungen alle Zeilen gleiche 
VV. besitzen und wegen der Voraussetzungen unter b) sogar durchweg positives Vorzeichen aufweisen, es liegt 
also in M bereits M+ vor. 
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mit — dv multipliziert (überlagert) wird®°). Entsprechend ist die spaltenmäßige Über- 
‚lagerung zu verstehen. 


(VII) Die Pb. einer vb. Matrix M ist invarıant gegenüber zeilen- oder spalten- 
mäßiger Überlagerung mit einer Vorzeichenreihe v. Die Pb. i.e. S. kann dabei jedoch ver- 
loren gehen®*). 


Beweis. Sei ® die mit v zeilenmäßig überlagerte Matrix M. Zunächst multipliziere 
man dann alle Zeilen von ®, die mit — b überlagert wurden, mit — 1. Das Ergebnis ist 
dann eine in allen Zeilen nur mit + vb überlagerte Matrix. Multipliziert man nun alle 
Spalten der so erhaltenen Matrix, in denen vd das Vorzeichen „— 1“ enthält, mit — 1, 
so erhält man offenbar die Matrix M zurück. Da diese aber als pb. vorausgesetzt wurde, 
so gelingt es durch eventuelle weitere Zeilen- oder Spaltenmultiplikationen mit — 1 auf 
M+ zu stoßen. Im ganzen kommt man somit mit den Operationen der Zeilen- oder Spalten- 
multiplikation mit — 1 aus, um von ® nach M zu gelangen, d.h.: ® ist pb. — Daß % 
nicht pb. i. e. S. zu sein braucht, ergibt sich aus dem soeben Dargelegten unmittelbar. — 
Ein analoger Schluß ergibt die Richtigkeit des in (VII) Ausgesagten auch für den Fall 
spaltenmäßiger Überlagerung — oder man geht zur Transponierten über. 


Nun kann der Beweis von (T 1) skizziert werden. Es erweist sich dabei als vorteil- 
haft, schon an dieser Stelle den Begriff der lexikografischen Anordnung der Kombinationen 
s-ter Klasse von n Elementen zu definieren und wegen späterer Belange gleich in einer 
etwas verschärften Form. 


Def. 8. Seien n Elemente a,, a,, ... .,a„in dieser Reihenfolge gegeben. Wenn wir dann 
die (5) Kombinationen s-ter Klasse ohne Wiederholung aus diesen Elementen mit $, be- 
zeichnen (» i,2,..% ()) so wollen wir sagen, wir haben die Kombinationen s-ter Ord- 


nung der Elemente a,,Q,,...,a, in dieser Reihenfolge lexikografisch geordnet, wenn 
die Reihenfolge der S, (also die Folge $,, 8, . . ., 8.) nach folgender Anweisung zustande 
gekommen ist: 


Zunächst sollen in jeder Kombination die s Elemente nach wachsenden Indizes der a; 
geordnet werden®®). Die s Indizes jeder Kombination stellen dann, faßt man sie als die 
Ziffern einer g-adıschen Zahl (mit g>n) auf, eine Zahl dar, — sie möge die Zahl der 
betreffenden Kombination heißen —. Und nun ordnet man die Kombinationen nach 
steigenden Zahlen der Kombinationen. 


Demnach lauten z. B. die beiden ersten Kombinationen s-ter Klasse der Elemente 
1,2,...,n in dieser Reihenfolge: 


=l2..,5 rel2..,s—l,s+1)}, 


20) Danach darf z. B. die i-te Zeile mit dv, die k-te mit — v multipliziert werden. — v enthält natürlich die 
entgegengesetzten Vorzeichen wie vd. 

21) Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt, daß ein auf ganz anderem Wege bewiesenes Theorem von J. B. 
Coleman (Philos. Mag. 10 (7.) (1930), 564— 566) sich aus dem Hilfssatz VII als einfacher Spezialfall (Überlagerung 
mit der alternierenden Vorzeichenreihe v= (+1, — 1, +1,..., + 1)) ergibt. Das Theorem lautet: „Wechselt 
man in einer n-reihigen Determinante die Vorzeichen sämtlicher Elemente der alternierenden Diagonalen, so 
bleibt der Wert der Determinante ungeändert, sofern nicht n ungerade ist und gleichzeitig die Hauptdiagonale 
von der Vorzeichenveränderung betroffen wird, in welchem Falle die Determinante lediglich das Vorzeichen 
ändert.‘ 

22) Was an sich für die Kombinationen sonst belanglos ist. 
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(wobei hier s 2 2 vorausgesetzt wurde); während sie für die Elemente n,n —1,...,2,1 
in dieser Reihenfolge lauten 


8, = Inn—A,..„n—(s—i)} ®&=/{nn—A,..„n—(s—2),n—s}. 
Beginnen wir nun mit der Betrachtung von A}! Die Matrix Al hat folgendes 
Aussehen: 





8 m 9 Rn, | \ 
“ I, Yun Az, 
(4) = 
vo. al... (am 
n,1 Rn Nını Rnı |/ 











zi+ Zu > 
Hierin sind die v,, gemäß v, = (— 1)? »Ee% 23) gegeben. K, bedeute die zu $, 
komplementäre Kombination, erklärt gemäß 


= 1,2..,n)—, 


und iR» bedeute die aus den Zeilen mit den Indizes aus 8, und aus den Spalten mit den 
Indizes aus KR, gebildete Unterdeterminante von An. 

Der VW. ist in jeder Zeile von A*! offenbar allein durch die Folge der die Minoren 
mitcharakterisierenden Spaltenkombinationen bestimmt; diese Folge ist aber für alle 
Zeilen dieselbe. Nach (VI) a) ist somit die Matrix AJ pb. Sie ist es aber sogar i. e. S. 
Um das einzusehen, bedenke man, daß die Spaltenkombinationen in den Minoren der 
einzelnen Zeilen der Matrix A*! bezüglich der Hauptdiagonale dieser Matrix symme- 
trisch zu den Zeilenkombinationen in den Minoren der einzelnen Spalten von Al) Jiegen. 
Also ist insbesondere die VV. der ersten Spalte von X] dieselbe wie die der ersten 
Zeile von A]; außerdem hat der erste Minor — der links oben in Al steht — das Vor- 
zeichen + 4. Es sind mithin auch die Bedingungen (VI) b) erfüllt, A ist also pb. i. e. $. 
Somit haben wir 


(b 4) | ale | — | Alal+ |, 


(T 4) gilt also für k =1. 

Um den allgemeinen Fall leichter zu durchblicken, sehen wir uns zuvor noch den 
Fall k = 2 an. Hierzu führen wir gleich folgende Definition ein: 

Deft.9. Die in Aı--*) auftretenden komplementären Minoren s;-ter Ordnung 
(i=41,2,...,k), welche für i=1,2, .„k—1 jeweils die Elemente der komplemen- 
tären Minoren (i + 1)-ter Ordnung bilden, sollen auch kurz Minoren i-ter Stufe heißen. 

Mit Ausnahme der Minoren 1-ter Stufe sind deren Elemente also stets mit Vor- 
zeichen hehaftet. 

Wir stellen dann fest: 

(VIII) Die Minoren aller Stufen i=2,3,...,k sind pb., und die Matrix Av"), 
deren Elemente durch die Minoren k-ter Stufe gebildet werden, ist pb. i. e.'S. 

Beweis. Die erste Behauptung des Hilfssatzes (VIII) folgt aus dem Aufbau eines 
Minors i-rer Stufe aus den vorzeichenbehafteten Minoren (ti — 1)-ter Stufe, wobei der VW, 
allein durch die jeweils die Minoren (i— 1)-ter Stufe mitcharakterisierenden Spalten- 
kombinationen bestimmt wird, der wieder für alle Zeilen des betreffenden Minors i-ter 
Stufe derselbe ist. 


23) S, als Menge aufgefaßt; „A € 8, bedeutet „A ist Element von ,“. 
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Für die zweite Behauptung gelten dieselben Überlegungen, die am Ende des zu 
 (bA) führenden Beweises angestellt wurden, fußend auf einem Sachverhalt, dem wir 
kurz die Bezeichnung Symmetrie in den Zeilen- und Spaltenkombinationen geben wollen, 


Untersuchen wir nun Al*»®) ! 


Zuerst positivieren wir — was nach (VIII) nun möglich ist — alle Minoren 2-ter 
Stufe. Damit aber die Minoren 2-ter Stufe dabei ihren ursprünglichen Wert nicht ändern, 
muß man bei gewissen von ihnen den Vorzeichenfaktor — 1 anbringen. Die auf diese 
Weise in einer, aus den Minoren 2-ter Stufe gebildeten, Zeile hinzugefügten Vorzeichen- 
faktoren bilden eine Vorzeichenreihe dv. Wie sieht die entsprechende Vorzeichenreihe für 
eine andere Zeile aus ? Offenbar unterscheidet sie sich von d höchstens um den Faktor 
— 1, denn entscheidend sind für den VW. in einer festen Zeile nur die Spaltenkombi- 
nationen, deren Reihenfolge bei den Minoren 1-ter Stufe in allen aus den Minoren 2-ter 
Stufe gebildeten Zeilen dieselbe ist. Somit wird nach Positivierung der Minoren 2-ter 
Stufe die vb. Matrix A»*! — deren Elemente ja die vb. Minoren 2-ter Stufe sind — 
mit b überlagert sein. Da aber die Matrix A»*) bereits als pb. erkannt war, so bleibt 
sie es zufolge (VII) auch nach der vorgenommenen Überlagerung mit v. Man erkennt 
aber weiter, wieder auf Grund der Symmetrie in den Zeilen- und Spaltenkombinationen, 
daß nach der Überlagerung mit v die VV. der ersten Zeile mit der der ersten Spalte über- 
einstimmt und das Vorzeichen des links oben stehenden Elementes + 1 ist. Somit ist 
auch nach Positivierung der Minoren 2-ter Stufe die Matrix Al’»* selbst pb. i. e. S., 
so daß also gilt: 


(b 2) | Yylsos3] | u | Ylensıl+ | ‚ 


(T 3) ist also auch für k = 2 richtig. 


Für den allgemeinen Beweis genügen folgende Hinweise. Man wähle k beliebig, 
aber fest. Man erkennt dann — ohne vollständige Induktion anwenden zu müssen 24) —- 
folgendes: 

Auf Grund der schon öfters herangezogenen Spaltenkombinationsgleichheit in den 
verschiedenen Zeilen, bewirkt Positivierung der Minoren i-ter Stufe (i <k) eine Über- 
lagerung in den Minoren (i + 1)-ter Stufe mit einer Vorzeichenreihe. Letztere bleiben 
also nachher wieder pb. Führt man daher die Positivierung der Minoren, angefangen von 
jenen der 2-ten Stufe bis zu jenen der k-ten Stufe durch und bedenkt, daß wegen der 
Symmetrie in den Zeilen- und Spaltenkombinationen die zuletzt erhaltene Matrix wieder 
den Bedingungen b) des Hilfssatzes (VI) genügt, so ergibt sich nach Positivierung von 


Yes) selbst — also nach dem letzten zu vollziehenden Schritt — tatsächlich die 
Beziehung 
(b k) | Yyleı,--»8%) | die | Ylı--»sK)+ }; 


womit (T 1) allgemein bewiesen ist. 
Beweis von (T 2). 
Det. 10. Es bedeute 
1. A” die transponierte Matrix von N. 
2. WU’ die um die Haupt- und Nebendiagonale — also zugleich um das Zentrum — 


gespiegelte Matrix N. 


24) Denn die Positivierung der Minoren 2-ter bis k-ter Stufe geht ja in endlich vielen Schritten vor sich, 
die für jedes k genau bestimmt sind. 








Bei 


un 
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Ist 1, einer der Operatoren T, o, (s1,...,5) oder [sı,...,5], so soll für 


(-- -((Arı)r2)3 - - Jr kurz Arıt2©"tp geschrieben werden. 
Es gilt dann 
1X) I. UT 
2. mr = ur 
3, Ye.» — Ye. 90 
4. Are) — Yler-»pT 25) 
5.I|7I|=|W|=|9]. 
Beweis. 
Adi. und 2. Fast unmittelbar klar. 
Ad 3. Zunächst gilt 
(A) No) — Yo, 


Bedeuten nämlich 8, 85, .. ., 8, die Kombinationen s,-ter Klasse aus den Elementen 


1,2,...,n in dieser Reihenfolge, so ist 


ul jun | 

(1) A) — 
Rnı | | fm 
Ar |---| Am 








und daher 








|Ügm || Apr 
(2) yo — 

| | | 

(| 


Bezeichnen wir dann mit M|, „allgemein das Element der i-ten Zeile und A-ten Spalte 


von M, so ist wegen (2) 


e (0 | Rn, -Gi-)| 
2) S I En 
(5) _ De ik Yan _(e- 1) |* 


A° ist gegeben durch 


Ann’ * * Anı\ 
(4) A: F : 5 


Aın ... 4yı 


also ist, wenn nun &°, $%,...,f° die Kombinationen s,-ter Klasse der Elemente 
’ pp "2 "m 1 





n,n—4A,...,2,1 in dieser Reihenfolge bedeuten, 
o [ 

{$) ef | A 1 

lo o 

On | 4 

(5) yo 

o o 

m N 

“ o 

8 Kn, 

















25) Analoge Formeln gelten auch, wenn [s,, . .., 5£] statt ($),.. ., 5.) genommen wird. 
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Hieraus folgt 


0(8,) ı | 4 
(6) le. 
’ 8. 


Nun enthält aber $%; bzw. 8, dieselben Elemente wie 8,_«_1 bzw. 8, _«_),, nur in 
umgekehrter Reihenfolge. Für die mit diesen Zeilen und Spalten gebildeten Determi- 
nanten ist es aber gleichgültig, ob wir gleichzeitig die durch 8? und $% diktierte Reihen- 
folge für Zeilen und Spalten nehmen oder aber gleichzeitig die durch 8, _«_,, und 
8 .-&-n bestimmte. Von dieser /rrelevanz soll hier (und später) stets Gebrauch ge- 
macht und auf diesen Punkt nicht mehr eigens hingewiesen werden. Weil demnach 














(7) ar | = | Amen 
8, n,—(k—1) 

ist, so ergibt sich jetzt aus (3) und (6): 
(8) Aw] Wem]. 


iund k sind hierin beliebig aus der Reihe 1,2,.. ., n gegriffen, also sind die beiden Matrizen 
AD’ und U’ einander gleich, womit (A) bewiesen ist. 


(IX), 3 ist also bereits für k = 1 richtig. Wir machen die Induktionsvoraussetzung: 
Yo (81--»3%) — Ye1,3-,82)0 
gelte bereits. Dann ist 
Y01,--»8%+1) u (Ar sp)@r+1) s (ACı--»320)@r+1) 
BA (Ar »9)0@r 41) sn (Ar) +10 


Penn er--+s%+ q)0 ; 


womit alles Nötige gezeigt ist. 
Ad 4. Von der Matrizenrechnung her ist bekannt 


(9) Ta) u y)T, 
Ich mache daher gleich die Induktionsvoraussetzung: 


A T (81,...,8£) . Ytsı s0o0s sJ)T 


gelte bereits. Dann verläuft alles weitere formal analog wie im Beweis zu (IX), 3. 


Ad 5. Bekannte Übungsaufgabe. 

Aus (IX) entnimmt man des weiteren die Gültigkeit der folgenden Aussage: 

(X). Die Operatoren o und T können nach rechts und links beliebig durchgeschoben 
oder unter sich vertauscht werden ®*). 

Zum Beweis von (T 2) verfahren wir nun so: 

Zunächst besteht offenbar die Beziehung 


(10) ylaıl+ — YTo@, 


26) Danach ist z. B. 
oT.) > ye»07 


oder 
yet + T Br yet mT 


rs er) Tat or an gr» DoT weh 
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Unter Anwendung von (10), sowie von (IX) und (X) ergibt sich dann weiter 
(11) Alessl+ — (YTo@))To@) — YTolı) To) 


— Yes) Tor _ Ye) 


wobei wir allgemein für TT--- T bzw. 00 ---o kurz T? bzw. 0? schreiben. 
p-mal p-mal 


Hieraus aber entnimmt man bereits unschwer die Umformungen für den allgemeinen 
Fall, für den man zunächst anzusetzen hat: 


(12) Ylı--.)+ — ATo@)To@p)---To(p), 
Hieraus folgt 
(13) lernt — Aero 
also ist tatsächlich 
| Alert] —| Aer-n], 


gleichgültig, welchen Wert k hierin hat. 


Zuletzt sei noch eine aus Satz 1 und Satz 6 unmittelbar erfließende Folgerung 
angeführt: 


u‘ ib 
Satz 7. | Ar 2]| = | A [Cr] Ye ne-D", 
worin wieder Sx = Ny_1 — 5„ bedeutet. 


Anmerkung (A 4). Zu anderen Formelsystemen, als den in Satz 1, 2, usf. angegeben, 
wäre man gelangt, wenn man bei den Iterationen nicht von den Reduktionsformeln (III) 
Gebrauch gemacht hätte. So würde sich über folgenden Weg: 


(4) Un | U. Un 
less] — {| DI | U Yleal 
= ana] Ay 
2 | DJ |] a] 1 . 183) 
(2) ar lt a 
usf. (vollständige Induktion nach dem Index k) an Stelle unseres Satzes 1 der Satz 


ergeben haben: 


ne (&) k 

.. PELET) —-1)* -1 PELXT) 

Satz 1*, ur 8.) -[ II | yei „ ) (V.+2 ar y"(sı » 
”»=(0 


worin zu setzen ist: 


(0)® = aa für i=1,2,...%; 


5, = Mm un für vel,...% 
a | Yen) — A 
o — =. 
(+ Di. ” Dr- 


Einem freundlichen Ratschlage Herrn H. Hasses (Hamburg) folgend, habe ich 
jedoch in dieser Arbeit die Formeln (III) den Ableitungen der Sätze 1, 2 usf. zugrunde- 
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gelegt und mich auf die aus ihnen erfließenden, auch praktisch besser verwertbaren 
Formulierungen beschränkt. Der zweite Beweis von Satz 6 — vgl. S. 144 bis S. 151 — 
bleibt von diesen Bemerkungen unberührt. 


Anmerkung (A 5). Man hätte unter Beachtung, daß nach Def. 3 
AI — (A9)-1 bzw. AI — (Ale)-1 


ist, die früheren Sätze allgemeiner für beliebige ganze Zahlen s,, $3, . . ., s; formulieren 
können. Im Hinblick aber auf, 


Aer--»s2) ylalbootD, wenn eine gerade Anzahl der s, negativ ist, 
(AQsıl-leD)-1, wenn eine ungerade Anzahl der s, negativ ist, 


brächten Verallgemeinerungen der oben angedeuteten Art nichts wesentlich Neues zum 
Vorschein, so daß sich der für diese Verallgemeinerung voraus zu schiekende erweiterte 
Formalismus nicht gelohnt hätte. 


Eingezangen 5. September 1958. 
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Basen für Gitterpunktmengen. 


Von Erich Härtter in Mainz. 


$ 1. Definitionen. 


1. In seinem Bericht „Gelöste und ungelöste Fragen über Basen der natürlichen 
Zahlenreihe‘‘ gibt A. Stöhr [3] eine Zusammenstellung der in dieser Hinsicht bisher 
erzielten Ergebnisse. Es liegt nahe, an Stelle der Menge der natürlichen Zahlen als Grund- 
menge die Menge der r-dimensionalen Vektoren mit ganzzahligen nichtnegativen Kom- 
ponenten zu nehmen. Nachdem F. Kasch verschiedene Sätze über wesentliche Kompo- 
nenten für diesen allgemeineren Fall bewiesen hat, werden in der vorliegenden Arbeit 
zu einigen Stöhrschen Ergebnissen über Basen Analoga hergeleitet. In $2 werden Aus- 
sagen über das Wachstum der Anzahlfunktion einer Basis bewiesen, während $ 3 der 
Untersuchung der Basen für endliche Mengen vorbehalten ist. In diesem Zusammen- 
hang werden Analoga zu den Funktionen %k,(n) und n,(k) definiert. Der folgende $ 4 
enthält eine Übertragung der verschiedenen Minimalbasisbegriffe. Unter Zugrundelegung 
der in $4 eingeführten Definitionen lassen sich hier ebenfalls entsprechende Sätze 
beweisen wie im linearen Fall. 

2. Sei 3, die Menge aller Vektoren (Gitterpunkte) 5 = {z,,2s,...,2,} im r-dimensionalen 
Raum (r = 1) mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten (Koordinaten), also mit 
z,€£Z(e =1,2,...,r),wobeiZ = 3, die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen bedeutet!). 
Den Vektor, dessen sämtliche r Komponenten (0 sind, bezeichnen wir mit o, den Vektor, 
dessen sämtliche r Komponenten 1 sind, mit e, und die Einheitsvektoren schreiben wir 
kurze = {4, 4...) = 1,8...) = [&, &,.. ., %}, wobei 


0 fürı #o . 
= =1,2,... 
ist. 
Unter der Summe der Vektoren 31, 3», - - -,3» € 8 (k = 1) verstehen wir den Vektor 


h h h h 
Ss u tat ta -[z a”, P2 ME P2 er, 
„=1 „=1 ”»=1 “„=1 


wobei 3, = {{, 29,..,. 29) (x =1,2,...%) ist. 

Gelten für zwei Vektoren 3, = {z, D,...,z®} und „= {z9, zP,...,z”?} aus 
3 die r Ungleichungen 2” >20” (o=1,2,...,r), dann nennen wir 3, 23,. Steht in einer 
dieser r Ungleichungen nur das Ungleichheitszeichen, so schreiben wir 35 > 31. Den 
Vektor r€ 8,, der der Gleichung 


htt>=i (31, 32 € Br) 


1) Große deutsche Buchstaben bezeichnen Mengen von Vektoren, große lateinische Buchstaben Mengen 
nichtnegativer ganzer Zahlen, kleine‘ deutsche Buchstaben Vektoren (Gitterpunkte). Komponenten der Vektoren 
(bzw. Koordinaten der Gitterpunkte) werden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet; hierbei geschieht 
die Zählung immer durch die unteren Indizes. 
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genügt, bezeichnen wir — sofern er existiert — mit £ = 38 — 3ı- Für die Existenz ist 
notwendig und hinreichend die Bedingung 3 > 3,. Mit a€Z und 3€ 3, setzen wir 
a3 = {az,, a2, ...,a,}=3+3+'''+ 3 (a Summanden) und unter 


Ay; = {a,0u:.:.4,Qu--.}3 


(ASZ eine nichtleere Menge nichtnegativer ganzer Zahlen) verstehen wir die Menge der 


Vektoren {a,3, @33, - - -,@x3, . . .}. Als den Betrag des Vektors 5 = {z, 23, . . ., 2,} erklären : 


wir die Zahl |; | = \ &2. Dann ist |o |= 0 und|e, |=1 (e=1,2,.. „r). 
+0 gel 


h 
Seien A, Aa, ..., Yu (k = 1) Untermengen von 3, mit o€e N WA,. Dann definieren 
h ”»=1 
wir als Summe dieser Mengen & = $NX, die Menge der Vektoren 


»=1 


h 
[zu mem, 
„=1 

wobei die Summanden a, alle Elemente aus Y, (x =1,2,.. ., k) unabhängig voneinander 
durchlaufen. Es gilt also A,< © (x =1,2,...,h). Ist insbesondere A, = N, == W, = N, 
dann schreiben wir auch 


3. Sei M eine (endliche oder unendliche) Untermenge von 3, mit vo € M und heine " 
natürliche Zahl. Eine Menge ® von Vektoren aus 8, mit 0 € ® heißt Basis der Ordnung h | 


für M, wenn jedes Element x € M darstellbar ist als 


h 
(d) E= 269, 60€; 


„»=1 


wir können dann kurz schreiben 
(2) ABZEM.?) 


Damit ist ® auch Basis A-ter Ordnung für jede Teilmenge von M. Ist ® Basis für 3,, 
so ist natürlich ,€E®8 (e=1,2,...,r) und die Menge ®BNZe,, d.h. die Gesamtheit 
aller Zahlen a, mit a,e, € ® bildet eine Basis der Ordnung Ah für Z (eo =1,2,...,r). 


Gilt ABZM, aber (k— 1) B>M, so nennen wir ® Basis genau h-ter Ordnung 
für M, und falls nur jedesg EM, |r| = N (X feste natürliche Zahl), eine Darstellung (1) 
zuläßt, sprechen wir von einer asymptotischen Basis der Ordnung h für M. Die eine Vektor- 
gleichung (1) können wir aufspalten in r Komponentengleichungen. Ist x = {z,, 3, ..., X} 
und b(* — {b(, 59%, ..., db (x==1,2,...,h), so erhalten wir 


h 
(3) = Zi (= 12... un. 
„=1 
Wenn also M die Elemente x, £ı---, m... und ® die Elemente b,,b,,...,Di,... 
enthält, dann bildet die Zahlenmenge B, = {b,bW,...,b®,...} eine Basis der 
Ordnung Ah für die Menge M, = {ı, 2, ...,2®,...}(e=1,2,...r). 
Umgekehrt läßt sich aus jedem r-Tupel von Basen B, der Ordnung Ah für die zu- 
gehörigen Mengen M,(o=1,2,...,r) eine Basis ® der Ordnung h für M herstellen, 


2) Hierzu kann man als Nebenbedingung noch ® < M fordern. 
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cl ler 
ären 


eren 


der ® 





De a u 














Härtter, Basen für Gitterpunktmengen. 155 


indem man nämlich das kartesische Produkt dieser Basen B,, also die Gesamtheit aller 
Vektoren 


(4) b = {b,, b», ... b,} (b, € B,) 
bildet, wo die Zahlen b, je unabhängig voneinander die Elemente von B, (oe =1,2,...,r) 
durchlaufen. Denn ist EM, x = {z,, 2, .. ., 2}, und 
h 
= Zum (ME B,; 


0’ 


oe=1,2,...,r), 


»=1 
so folgt 
h 
{= 26” mit 6" = (fi, 69,.. „9 (x =1,2,...,%)). 
„=1 
Wir schreiben dann kurz 8B=B, x B,x x B,.. 

Im Fallr=2 können wir diese Konstruktion an Hand 
der Figur 1 noch einmal veranschaulichen, wobei Elemente 
von ® durch + Zeichen markiert werden; Nichtelemente 
sind durch Punkte gekennzeichnet. Es wurde dabei 

B, = {0,1,3,6,...}, 3, = {0,1,3,4,...} 
und M, = M,=Z gewählt; die Ordnung ist sowohl für B, 
wie für B, gleich 3. 

Hieraus folgt sofort, daß die Klasse der Basen ® h-ter ter 
Ordnung (h > 2) für eine unendliche Menge M die Mächtig- Elemente von B, 
keit des Kontinuums hat. Denn weil M eine unendliche Fig. 1 
Menge ist, hat für mindestens eine Komponente o die 
Klasse der Basen B, für die zugehörige Menge M, nach dem entsprechenden Satz von 
Stöhr [3] die Mächtigkeit des Kontinuums. (Vgl. auch Satz 19.) 

Weiter erhalten wir 

Satz 1. Ist 8 = {bu,bi,-. -,Di,...} Basis der Ordnung h für 3,, dann ist auch 
B* = {bf, bf,...,bf,...} Basis der Ordnung h für 3,, wobei bi = {b®,...,5®} aus 
b, = {b®, ...,5®}(k = 0,1,2,...) hervorgeht, indem man auf die Indizes 1, 4 
die Permutation P: &,, &, . . ., &, anwendet. 

h 
Beweis. Hat 3 = {z1,.. .,2r} € 3, die Darstellung 3 = 3b”, 6% € 8, dann stellt 


”»=1 








Elemente von B; 
F u 





BI b*'9 € B*, den Punkt 53* = fz,,.. .,2,,} dar. 
ku Satz 2. Si B= u B,e, mit 0 € N B, und MS 3, (0 ew. Sind h, die bezüg- 
lichen Ordnungen von B, " für die RE U Mengen M, und z h, <h, dann ist B 
Basis der Ordnung h für M. Und umgekehrt folgt aus der Busbeiginsihaf von B die 
Ungleichung 5 h,<h. 


e=1 
Beweis. Sei r = {z,,.. .,z,} EM. Dann läßt sich x darstellen in der Form 


r r h 
(5) = En = Z Zbeoe, (WEB), 


o=1 oe=1 “1 
wobei die Doppelsumme höchstens A Summanden enthalten kann. 


3) Diese Darstellung braucht keineswegs eindeutig zu sein. 
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r 
Angenommen, es wäre umgekehrt $ h, > h, dann gäbe es ein ge M, das in der 
e=1 
Darstellung (5) mehr als A Summanden hätte. 
4. Eine Basis h-ter Ordnung für M läßt sich auch auf folgende Weise aus solchen 
für Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen konstruieren: Wir zerlegen M in eine (endliche 


oder unendliche) Klasse von Untermengen M,, . . ., Mn, . ... mit folgenden Eigenschaften: 
1.) n Mn — D, 
n= 1,2... 


2.) jedes Element EM, r +, gehört genau einer Untermenge M,, an; also für 

gem, ist zeM, (n=1,2,..;n=+n); 

3.) zwei Elemente r,, tz € M gehören dann und nur dann zu derselben Untermenge 

M,, wenn at. = Pr; gilt mit zwei natürlichen Zahlen x und ß°). 

Sei „ € 8, der Vektor mit dem kleinsten nichtverschwindenden Betrag, so daß 
für alle x. € M, eine Darstellung x, =1,.Y, mit natürlichen Zahlen i,, = t,.„(r,) gilt 
(n=1,2,...). Durchläuft nun r, alle Elemente aus M,, so erhalten wir eine zugehörige 
Folge von natürlichen Zahlen {1,„}, die wir mit M% bezeichnen. Ist nun B* eine Basis 


der Ordnung Ah für M%, dann ist B}y, = ®# Basis der Ordnung A für N, und U %% 


Basis der Ordnung h für M. rn 
5. Anzahlfunktion. Sei n={n,..„n}€8, und M<B,. Als Anzahlfunktion 
M(n) = M(n,,...,n,) der Menge M definieren wir die jeweilige Anzahl der von o ver- 


schiedenen zu M gehörigen Elemente (Vektoren, Gitterpunkte) in dem r-dimensionalen 
Quader 


D,(n) = (s,Sn} (=1,...,r), 


d.h. die Anzahl der Vektoren rEeM mit o <r<n’). Außerdem setzen wir 
M(o) = M(0,...,0)=0.Fürr=1 erhält man hieraus die gewöhnliche Anzahlfunktion 
für Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen [3], [4], also z.B. M(ne,) = M(n), und für 


M = 8, ergibt sich Z,(n) = Z,(n,, . . ., 7%) = II (n, + 1) — 1. Für die Anzahlfunktion 


o=1 
der in Nr. 3 konstruierten Basis (4) folgt 
(6) B(n) = II (Band) +4)—-1 2 Mm=fa..„M)), 
e- 


wobei B,(n,) die gewöhnliche Anzahlfunktion bedeutet. 


$ 2. Abschätzungen der Anzahlfunktion einer Basis. 
6. Ist B Basis der Ordnung h für die Menge WM, dann gilt 


7 w* ') > Min) +1. 


Beweis. Jeder der M(n) + 1 Vektoren < n aus M ist als Summe von k Summanden 
aus ® darstellbar und diese Summanden sind auch <n. In ® gibt es genau B(n) +1 


*) D.h. wir fassen alle Elemente, die auf ein und demselben vom Ursprung ausgehenden Strahl liegen, 
in einer Untermenge M, zusammen. 


r 
°) Also die Anzahl der Vektoren r = {z,..„z}EM mt 0Oo<z,<n e=1l,...r) ut.’ +0. 


Reh Br 








W 
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derartiger Elemente (nämlich die B(n) Vektoren bE®B mit b +o und o selbst). Aus 
B(n) +h 
h 
Summen ®) von je k Summanden bilden (denn die Anzahl der Kombinationen mit Wieder- 


=) Daraus folgt die Un- 


B(n) + 1 Summanden lassen sich aber höchstens ( ) wesentlich verschiedene 


holung von m + 1 Elementen zur h-ten Klasse ist ( 


gleichung (7). 
Neben Ungleichung (7) haben wir noch: 


(8) eh 
a, MEER / 
wobei a, alle von vo verschiedenen Elemente aus B n Q,(n) durchläuft. 

Beweis. Jeder der M(n) von o verschiedenen Vektoren aus M n Q,(n) ist als Summe 
von kh Summanden aus ® darstellbar. Ist in einer solchen Summe ein Summand gleich 
a,(a.E Br Q,(n), a, +0) so muß die Summe $ der übrigen A— 1 Summanden der 
Bedingung 3 € Q,(n — a,) genügen, damit die Summe a,-+ 3 in Q,(n) liegt, d.h. für 3 


Bn—a)+h— ') Möglichkeiten. Demnach folgt 


bestehen höchstens ( 4 


Min) <£ sn - , 


h—A 
wobei a, alle von o verschiedenen Elemente aus 8 n Q,(n) durchläuft. Für den Fall h=2 
erhalten wir aus (8) 


Mn) =2 (Bin—a,)+1), 
wobei a, alle von o verschiedenen Hilucihe aus BrüQ,(n) durchläuft. Jedoch ist 
31 = B(n), so daß folgt 
8 Min) Sz Bin—a,), 
wobei a, alle Elemente aus B n Q,(n) durchläuft. 


7. Wir betrachten für den Schluß dieses Paragraphen den Sonderfall M = 3,. Ist 
® eine Basis der Ordnung Ah für 3,, so setzen wir analog zu Stöhr [3], $1 





ee, ß, = lim En... 
" yZ,(n) VZ.(n) 
=» ——' Bin) - B(n) 





- fin — 

" YZ«(n) " yZ.(n) 
wobei n alle von o verschiedenen Vektoren aus 3, durchläuft; für ß, und ß, ist auch 
der Wert oo zugelassen. Offenbar it 0O<A,<ß&<Pß,< Äh, Mit »,,(h), 9,(h), 
v;,(h), v,,,(h) bezeichnen wir bezüglich die unteren Grenzen von Bı, B,, Ba, Bu, wenn B 
alle Basen der Ordnung Ak für 3, durchläuft”). Selbstverständlich ist dann 0 < »,,(h) 
< »,(h) S »,,(h) < v,,(h). Für »,,(h) wollen wir beweisen (vgl. Stöhr [3], Un- 
gleichung (2)): 





%) Zwei Summen sollen wesentlich verschieden heißen, wenn sie sich nicht nur durch die Reihenfolge der 
Summanden unterscheiden. . * 
?) An Stelle von »,r(h) = fin fi ((=1,2,3,4) kann man auch lim fi betrachten und erhält dann die- 


selben Werte. 8 ” 
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Satz 3. v,,(h) Z R. . 


Yh 
Zum Beweis benötigen wir folgenden bei Stöhr [3], $2 bewiesenen 


Hilfssatz 1. Für x >1 und jede natürliche Zahl h ist ( " ” *) <hr+t. 


Beweis von Satz 3. Ungleichung (7) liefert für diesen Fall 


(9) wer *) zZ Zn) +1; 


auf Grund des Hilfssatzes wird dann 


hBin’ +1 2>2Z,n) +1, 






also 


h 
B(n) ”_ VZ-(n) ’ 
Yh 
a u 
"  YVZ,(n) Yh 


„,(h)=fin 2 —. 


Di) Yh 
Die Größen »;,(h) (ü=1,2,3,4) sind also nicht gleich null. Für v3, (h) wollen 
wir zeigen (vgl. Stöhr [3], Ungleichung (3)): 











h 
Satz 4. »,,(h) zZ Yh! 9). 
Reweis. Aus (9) erhalten wir die Abschätzung 


NET nur, 


h h h h 


Bin) +hZyYh!yZ,(n) +1 > Ya!yYZ,(n), 


- im B w 
a, en 2 yYıal, 


VZ.(n) 
















„u 
»,,(h) > Yh!. 





Für »,,(h) gilt (vgl. Stöhr [3], Ungleichung (5)): 


h 
Satz 5. v,,(h) 2 DE 
ri + ;) 






Zum Beweis benötigen wir folgenden 


®) Die Sätze 3 und 4 lassen sich noch verallgemeinern, indem man an Stelle von 3, eine Untermenge 
VW < 8, einsetzt. Die Aussagen behalten dann in analoger Bedeutung ihre Gültigkeit. 


gewä 


gibt, 


Ne = 
ent; 


ul 
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Hilfssatz 2. Sei ® eine fest gewählte Basis der Ordnung h für 3,, sei N eine fest 
gewählte natürliche Zahl. Wenn es dazu eine (von ® und N abhängige) positive Konstante x mit 





h 

(10) Bin) <x VZ.(n) für allen mit |\n| = N 
gibt, so ist h 

(14) = ps 1\° 

ri + ı) 

: Beweis des Hilfssatzes. Die Ungleichung (10) gilt insbesondere für alle n =n,e,, 
m ZzNd(=1,...,r). In jedem dieser Fälle erhält man aber durch Anwendung des 
| entsprechenden Satzes von Stöhr [3], $2 die Ungleichung (14). 
Beweis von Satz 5. Aus (11) folgt dann, da £, mit limx bei festem ® übereinstimmt, 
{ ‚® 
er, MM 


"Zn Ti+r) 









- für jede Basis ® der Ordnung A. 

3 8. Abschätzungen der Größen »,,(h) (i =1,2,3,4) nach oben. Abschätzungen dieser 
Art lassen sich durch Konstruktion von Basen Ah-ter Ordnung ® gewinnen, für die 
man ß; (i=1,2,3,4) berechnen oder nach oben abschätzen kann. Um »,,(h) nach 
oben abzuschätzen, betrachten wir die spezielle Basis A-ter Ordnung 8, die aus 
{o} u {fe} u {N,e,} v B* besteht, wobei N, alle natürlichen Zahlen > h und B* alle 







Vektoren b = {b,, ba, .. .,b,} mit db, 0, 55, #0 enthält. Dann wird 


B 0e=2 
= 0. B(n) Bike) A 
— ä ; ä - 






< 






und folglich 


Satz 6. 







Stöhr [1] gab ein Beispiel für eine Basis A-ter Ordnung B für die Menge Z der 
h 


nichtnegativen ganzen Zahlen mit B(n) =O(Yn). Für diese Basis gilt (Stöhr [2]) 
12) Ash und (2) ,=A=x 


mit 









h 
R AM — 9-h 
& »= max (h-+!) \' : . 


t-ı1 
t=1,2,..,4 2 





Wir erweitern diese Basis auf r Dimensionen durch die Festsetzung B= B,x B,x "x B, 
mit B=B,='''=B,=DB. Dann ist für diese Basis 


B(n) B(n,e,) 
h 





ß, = lim = u: 5 
n VZ.(n) n,=1,2,... VZ.(n.6,) 


sh, 











also 
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h 
Für £, ergibt sich, weil nach (42b) B,(n,) < x-Yn, (e =1,...,r) ist, 


r 


(ey +1) --1 


h 


Pan 9 
n.=1 ER 


VZ,(n) (e=1,...,r) V. 1 (n, + y—A 


‘ä in (yr + 1) —1 
4 








Sp ern 


Somit folgt 
Y5, ‚(h) 2 X. 


Daß hier auch eine in Ah lineare Abschätzung erreicht werden kann, wird von Herrn 
Volkmann in der anschließenden Note gezeigt. 


$ 3. Basen für endliche Mengen M. 


9. Für diesen Paragraphen si M=XQ,(n) = (<z,<n} (e =1,...,r) mit 
n = {n,,..., 2,}°). In Analogie zu Stöhr [3], $ 4 treffen wir folgende 


Definition. /st eine Menge A Basis der Ordnung h für Q,(n), dann nennen wir U 
Abschniltsbasis der Ordnung h für n. Unter allen Abschnittsbasen h-ter Ordnung für ein 
festes n gibt es mindestens eine mit kleinstmöglicher Elementanzahl; eine solche nennen wir 
Abschnittsminimalbasis der Ordnung h fürn. Die Anzahl der von o verschiedenen Ele- 
mente in einer Abschnittsminimalbasis h-ter Ordnung für n werde mit k,,,(n) = ky,(nı, - - -, 7.) 
bezeichnet. 

Natürlich existiert k,,(n) und kann für gegebenes h,r und n in endlich vielen 
Schritten bestimmt werden. Durch die Aussagen (13) bis (22) werden einige Eigenschaften 
von k,,(n) festgestellt. 


(13) ky,ı(n) = k,(n) min=|n|, 


d.h. für r =1 erhält man die Anzahlfunktion für Abschnittsminimalbasen der Menge 
der nichtnegativen ganzen Zahlen (vgl. Stöhr [3], $ 4); 


(14) kun, un N,) Ge: ky,r(n.,» ...- n,,); 


wobei &,...,&, eine Permutation der Zahlen 1,...,r bedeutet. 

Wir setzen zum Beweis {n,..,n,;=n und {n,,---, n..} =n*. Dann erhält 
man aus einer Abschnittsbasis X der Ordnung Ah für n eine solche für n*, indem man bei 
allen Elementen aus WA auf die Komponenten obige Permutation anwendet. Also ist 
k,,(n) = k,,(n*). Durch eine entsprechende Schlußweise folgt k,,(n) < k,,(n*) (vgl. 
auch Satz 1). 

(15) k,,(0) = 0; 


(de) kn) = m +) —1; 
e=1 


®) Wir schreiben bisweilen auch D,(n,, - - »N,). 





heits‘ 
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(17) ku, (n,e,) = kyulO; - » 0,0 0,...,0) = k,(n,); 
(18) kn +0, 0) = kr (an - + %,-1); 
(19) kun...) 2r, wenn IIn, > ist. 
e=1 
Beweis. Ist A Abschnittsbasis für Q,(n,,. . ., 7%) (II rn, > 0), so muß 4 alle r Ein- 
oe=1 


heitsvektoren e,,..., e, enthalten. 


(20) Ay,(n,,...,7,)=r, wenn IIn, >0 und En, <Sh ist. 


e=1 e=1 

Beweis. Folgt aus (19) und Satz 2. 

Insbesondere gilt 

(21) k,.,(e)=r; 

ka, (Rs - - -, 7) hat die Monotonieeigenschaften 

kuzı,r(Nı, ... N,) s ku, (n; ...- N,), 
(22) I Ay(nı + In, ...,7,) Zkurln,...,n,) und entsprechend für die anderen 
Komponenten. 

Genauer zeigen wir als Analogon zu Stöhr [3], Ungleichung (20): 

Satz 7. k,,(nı + €, Ng,...,7,) <kurlRı-,7,) + Kr-ı,rle—1; Ne...) +1 (>14). 

Beweis. Sei W,, Abschnittsminimalbasis h-ter Ordnung für n = {n,, N,...,7,}: 
Um W,,, zu einer Abschnittsbasis h-ter Ordnung für n* = {n, + c,n,,...,,} zu erweitern, 
muß noch die Darstellbarkeit aller Elemente aus O,(n, + 6,7, .. ., 2%,)= Q,(n*) mit der 
ersten Komponente z, > n, + 1 gewährleistet sein. Sei U,_,, = {Ay Ay + +» 4} 
(k = ky_1,,(C — 1; N, . . -,7,)) mit a, = 0 eine Abschnittsminimalbasis der Ordnung h—1 
für {e— 1, ng, ...,n,}. Wir setzen W%_,, = {a$,.. ., ag} mit 

as = {n, +1,0,0,...,0} und 
a =a, fürrisxsk. 

Dann wird U, W%_ır 'eine Abschnittsbasis A-ter Ordnung für n*. Ist nämlich 
3 = {zu +... 2} ED,(n*) mit z, Zn, + 1, so läßt sich 5 darstellen als 


h 
a, 2 P} , er € U_ır w {o}. 


„=2 


Da W%_,, genau A%_1,,(e —1,n,...,n,) + 1 von o verschiedene Elemente enthält, folgt 


Satz 7. 
Zusatz. 1.) Entsprechende Aussagen gelten auch für die anderen Komponenten. 


2)r=c=1 liefert die Ungleichung (20) bei Stöhr [3]. 
Durch zweimalige Anwendung von Satz 7 erhält man fürr=2undc=1 
(23a) km +, m +1) Skoelnm, +1) + he +1)+ 1, 
Kelr +, +1) Shyeln, nr) + hm) + +1)+2 
bzw. 
(23b) kn, (rı +1, +1) shelm + l,n)+,, mm +Yd+1, 
kys(n, +1, +1) Skhyo(ln, re) + lm +41) + Aula) + 2. 
10. Ist A Abschnittsbasis der Ordnung Ah für Q,(n), so erhält man — da jede Ab- 
schnittsbasis der Ordnung Ah für Q,(n,,...,7%,) Abschnittsbasen der Ordnung h für 
Dune) (e =1,...,r) enthält — unter Benutzung von (17) 


(24) A(n) z kun) _ ky,r(n, a | n,) 2 2 Kurlnge) =Ekln)- 
e> e- 
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Auf Grund der in Nr. 3 dargelegten Konstruktionsmöglichkeit einer Basis für r-dimen- 
 sionale Mengen aus Basen für Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen folgt aus (6) 


(25) ku, (nı, N) SH (k,(n,) + 1) — 1; 
e=1 
also haben wir 


Satz 8. Zk,(n) <kyr(n,:-:,7%,) SIT (kun) +1)— 1. 
e=1 e=1 


Dieser Satz läßt sich noch verallgemeinern zu 


Satz 8°. ky,a(nı, ER N.) 7 ee w n,) 2 kun, de . n,) 

S [kur 0) +4] nalen 7) +11 
d< < «sr—h1). 

Beweis. Die erste Ungleichung folgt daraus, daß wenn W,, Abschnittsbasis der 
Ordnung A für Q,(n,,...,7,) ist, W,, auch Abschnittsbasis für jede der beiden Unter- 
mengen D,(N,,...,2,) und D,-a(lNz+1 - - ., 7%) von D,(n) ist. Und außerdem läßt sich 
durch eine Abschnittsminimalbasis für Q,(n,, . . ., 2.) kein Element ausQ,-.(Ra+1,--, +) 
darstellen und umgekehrt. 

Die zweite Ungleichung folgt daraus, daß man im Sinne der Konstruktionsmethode 
von Nr.3 durch das kartesische Produkt 4, . x Yu. = WU, eine Abschnittsbasis A, 
der Ordnung A für Q,(n) bildet, wobei W,, eine Abschnittsminimalbasis der Ordnung h 
für Q,(n,,...,7,) und W,,-. eine Abschnittsminimalbasis der Ordnung h für die 
Menge D,-a(N«, 1, - - -, 7%) bedeutet. 

Mehrmalige Anwendung dieser Schlußweise führt zu 

Satz 8’. Seil sa<ß<.'-<o<r—t1 eine (endliche) Folge natürlicher Zahlen. 
Dann gilt 

ky,a(Rı, ... n,) + kr,g—a (Na+ı ... n,) ne > Ku,r-o(Ne+ı ... n,) 


< kyln,**',n,) 
Ss [k,,«(Rı, ee N.) + 1] ; [k,,9-« (Ra+ı .. .. 705) + 1]- -[ Knr-a (N o+17** N,) + 1] ei 1. 
Satz 9. kalt. 7) S min 5 k, (n,)- 


a o=1 ni 


Beweis. Seien A,= {0,a,,,--.,4,,,} (k= kn, Ru) Abschnittsbasen der Ordnung Ah, 
für n, mit Zi sh(e =1,...,r). Wir setzen 1- = v A,e,. Dann ist — indem man 
Satz 2 Sat — W Abschnittsbasis der Ordnung h für Dunn: - 
aber die Aussage des Satzes 9. 

Wir beweisen noch 

Satz 10. k.lh,h,..„)=2—1. 

Eine zugehörige Abschnittsminimalbasis ist A,, = {vo} v E*, wobei &* die Menge 


aller Summen rt tre mit 1<o,<®&<'<e,<Sr (Asa) 
bedeutet. 


Beweis. Wir bestimmen die Anzahl der von o verschiedenen Elemente in W,,. Die 


.,%,). Daraus folgt 


Anzahl der Summen aus &* mit einem Summanden beträgt r = ( 4 und allgemein ist 
die Anzahl der Summen aus &* mit x Summanden (a = 1,...,r) gleich (.) Demnach 


erhalten wir Ay,(h, h,...,h) = (2) ri, 
“=1 
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Beweis der Basiseigenschaft von U,,. Sei 3= {21.2} Q,(h,...,h)={0<x,<h} 


(o=1,...,r). Wir setzen & e,= €” (1 <s <r)und 0.B.d. A. nehmen wir, 2,222, 
e=]1 
an. Dann ist 


3 =2z8e + (2-1 — 2) er=d 4 (2r-2 — 2--ı) er -P Leo. + (2, — 2) &ı- 


Die Anzahl der von o verschiedenen Summanden in der Darstellung von 3 erhalten wir 
demnach zu , + (+-1ı — 2) + (+2 —2-,)+'''+ (21 —2) =2, Sh. 

Beweis der Minimaleigenschaft von W,,, (induktiv). Im Fallr = 1 ist die zugehörige 
Abschnittsminimalbasis W,, = A = {0,1}. Sei die Minimaleigenschaft schon für alle 
nQ,(h,..„A={0 <z, <hl(e=Ä,...,r) enthaltenen (r — 1)-dimensionalen Würfel 
OP (h,..„)={0 sm, <h} (e=1,...,r; o=+i) und die zugehörigen Abschnitts- 
minimalbasen W,_,(@=1,...,r) nachgewiesen. Dann enthält die Vereinigungsmenge 


U WM, mit Ausnahme von e schon alle Elemente aus W,,, wobei jedoch die jeweils 
i=1 

fehlende i-te Komponente durch 0 zu ergänzen ist. Das Element e wird jedoch zur Dar- 
stellung von 3 = {h,..., h} benötigt. 


Zusatz. Im Sonderfallr=2 folgt k,s(h, h)=3 n, 






und für r =3 ergibt sich Ays(h, h,h) = 7. Die zu- N en. 
gehörige Abschnittsminimalbasis W,, wird in Figur 2 
dargestellt. +9; Wit Up tty=N 


11. Wir wollen über die Funktion k, ‚(n) noch die 
beiden folgenden Sätze beweisen: 








Satz 11 
fin ar) _ , (m=--  (Mm+o;ne). Ten 
" YZ.(n) Yh 


Beweis. Wir setzen zur Abkürzung 
fin Kar (m) 


%; #%ı+ Na 


= u (hund ’r fest). 


. Fig. 2 
n VZ.(n) 18 
Nach (24) ist für jede Basis ® der Ordnung A für 3, 
(26) ku.) s B(n), 
also 
a < fin a, 
n Z, E 
d.h. Vz) 
u s v,„(R). 
Wäre nun a < »,,(h), dann gäbe es ein n, mit Fnrlto) <9,,(h). Sei W, eine zu 
VZ,.(n,) 





k,,(1) gehörige Abschnittsminimalbasis und 8 = W), u Q,(n,), wobei Q,(n,) die 
Komplementärmenge von Q,(n,) bezüglich 3, bedeutet, so wäre ® Basis der Ordnung A 


für 3, mit BO < v,„(h), was ein Widerspruch ist. 
Also haben wir (n #0; n€ $,) 


0 <tin Fr) < im Far) < im sn 


" Vz)  " yZ-ln) (m) 
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Abschätzungen nach oben gibt weiterhin 


Satz 12. lim Far) < »,,(h) , lim kur) <»,,(h), 
" YVZr(n) " YZ«(n) 
fin karl") <y,.(h) (Mm+o;nE&ß,). 
" YZ«(n) 
Beweis. Ist ® irgendeine Basis der Ordnung Ah für 8,, so folgt aus (24) und (26) 
= lim a > lim aa D 
" YZln) " YZ(n) 
also 
lim za) — „m. 
" YZ,(n) 


In entsprechender Weise weist man auch die anderen Ungleichungen nach. 

12. Die Funktion n,,(k). 

Definition. Seien h,r und k gegebene natürliche Zahlen und n = n,„,(k) die größte 
ganze Zahl, für die es eine Abschnittsbasis W,, der Ordnung h mit höchstens k von o ver- 
schiedenen Elementen für D,(n,..„n)={<sw,<n}(e=1,...,r) gibt. W,,, heißt die 
zugehörige extremale Abschnittisbasis'?). 

Die Funktion n,,(k) hat die Monotonieeigenschaften 

Ny+1,r(k) = ny,r(k), 

(27) Ny,r+1 (X) s Nn,,,(k), 

N, ,(k + 1) e N,,r(k). 
Folgender Zusammenhang besteht mit der Funktion k,,(n): 
ky,r(,,(K), re n,,,(k)) 2 k, 

(28) Bu (k,,,(n, ... n)) z N. 

Offenbar kann man auch hier für gegebenes festes h,r und k die Funktion n,,(k) in 
endlich vielen Schritten bestimmen, da es sich ja immer nur um endlich viele endliche 
Mengen handelt. Beispielsweise gelten die Aussagen (29) bis (33): 

(29) n,,1(k) = n.(k), 

d.h. fürr =1 erhalten wir die Funktion n,(k) für die Menge der nichtnegativen ganzen 
Zahlen (vgl. Stöhr [3], $4); 
(30) N,,(k) =0 fürr >k; 


Beweis. Wäre n,,(k) >0, so müßte eine zugehörige extremale Abschnittsbasis 
U,,, alle r Einheitsvektoren enthalten. 


(31) n,.(r) = |: die zugehörige extremale Abschnittsbasis enthält alle r Ein- 


heitsvektoren. 
Beweis. Benutzung von Satz 2. 


(32) nn, —1) =h. 





10) Yn,r muß — im Gegensatz zum Fall r=1 — keine Abschnittsminimalbasis der Ordnung h für 
D,(n,....n) sein. Beispiel: r = 3, k= 2; n, ‚(k) = 0, In,r = {0} U {eı} U {ee}. 











Füı 


als« 


un« 

















Härtter, Basen für Gitterpunktmengen. 


Beweis. Aus Satz 10. 


(33) n,,r(k) == Iyi| ; 
Wir beweisen noch 
Satz 13. N,„(2r) =n 1] (2) (kr). 
; 2 
Für ny(2) gibt Stöhr [3], Gleichung (23), den Wert E + T +1 |) 


Beweis. Sei A, = {0,1,a,} eine zu r 179) gehörige extremale Abschnittsbasis. 


Dann setzen wir die zu n,,(2r) gehörige extremale Abschnittsbasis U, an in der Form 
, = U A,e,. Damit nämlich n,,(2r) möglichst groß wird, muß für jede Menge 
oe=1 


Ze, (e=1,...,r), also auf jeder Achse, die Darstellbarkeit möglichst weit reichen, d.h. 
auf jeder Achse müssen wir eine extremale Abschnittsbasis A, mit zwei von (0 ver- 
schiedenen Elementen wählen. Die Ordnung dieser extremalen Abschnittsbasen wird 
aber durch Satz 2 bestimmt. 


Zusatz. 1.) Ist A =#0 (mod r), dann ist n,,(2r)e — und damit auch alle anderen 
Elemente aus Q, (n,,‚(2r) e) — mit r 5 <h Summanden darstellbar. Also muß eine 


extremale Abschnittsbasis der Ordnung Ah keine Basis genau h-ter Ordnung sein. 
2.) Ng1,2(4) = Ng44+1,2(4), weshalb in (27) das Gleichheitszeichen stehen bleiben muß. 
13. Im übrigen kennt man für n,,(k) einige Abschätzungen. Aus (7) erhalten wir 


(34) mn + y< (ty ), 


also 
r 


ı/UFM 1 
n,(k) +1 < ‘ 2 -// u row, 
und wegen Ya+b<Ya+yb(a,b=0, r natürliche Zahl) 


, h-1 
(35) N,,(k) S Vh + olk r ). 


Einen Zusammenhang mit der Funktion n,(k) stellt folgender Satz her: 


Satz 14. (veril 4) <n,,(h s „([7]): 


Beweis. Auf Grund der Konstruktionsmethode aus Nr. 3 wird (k* = natürliche Zahl) 

nn, ((k* +1? —1) 2 ny(k*). 
Indem wir (k* + 1)’ —1 = k setzen, folgt der erste Teil von Satz 14. Der zweite Teil 
der Behauptung folgt daraus, daß jede Abschnittsbasis für O,(n,....,n) Abschnittsbasen 


für jede Teilmenge Q,(ne,) (o =1,...,r) enthalten muß. Werden also die k Elemente 
zur Darstellung der r Mengen Q,(ne,) gleichmäßig verteilt, so entfallen auf jede Ab- 


schnittsbasis höchstens ] von O0 verschiedene Elemente. 


Bemerkung. Durch die Aussage des Satzes 14 lassen sich alle Abschätzungen der 
Funktion n,(k) auf die Funktion n,,(k) anwenden. 
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Wenn k < h ist, schätzt man n,,(k) besser auf folgende Weise ab (vgl. Stöhr [3], 
Ungleichung (26)): Sei EB >1 und g eine natürliche Zahl mit EB >g =]. 


k —-1 r 2 
SeiiA= Io, 1,g+1,...,.g +1) [7] Fund & = U Ae,. Weil A Basis der Ordnung B 
o=1 


für die Menge (0, 1,2,...(eg+1 ur | ist (vgl. ae [3]), ist nach Satz 2 also W Basis 


der Ordnung Ah für Q,(n,...,n) mitn=(g+ yir . Folglich erhalten wir 


k 
3 + le] tür ]>r.2.] =: 4]. 
Setzen wir g = 1, so folgt 


k 

(37) n,„,(k) Zn,,(k) > „sl für BE >A,hzk, 
und mit g= u . 

“ {FA =] fx 

(38) m. = (|| + ri, fe] >1,h=k, 
oder abgeschwächt 

ah\ıl 
(38)) n,,,(k) > (+)! ‚l. 


$ 4. Minimalbasen für unendliche Mengen M. 


14. Wir wollen nun den Fall betrachten, daß M< 3, eine unendliche Menge ist, 
und stellen uns die Aufgabe, Basen ® für M zu finden, die in irgendeiner Weise „möglichst 
wenig‘ Elemente enthalten. Für diese Minimaleigenschaft existieren für r=1 nicht 
weniger als neun verschiedene Definitionen ([3], [4]), die sich auch auf beliebige Dimen- 
sion r übertragen lassen. 

Definition 1. Eine Basis ® der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 1. Art, wenn 
für jede Basis B der Ordnung h für M und für jedesn € 3, die Ungleichung B(n) < B (n) gılt. 

Definition 2. Eine Basis ® der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 2. Art, wenn 
es eine nalürliche Zahl N so gibt, daß für jede Basis B der Ordnung h für M und für alle 
ne€8, mit |n|> N die Ungleichung B(n) < B(n) gilt. 

Definition : 3. Eine Basis ® der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 3. Art, wenn es 
zu jeder Basis B der Ordnung h für M eine natürliche Zahl N=N (8) so gibt, daß für 
alle n€ 3, mit |n| = N die Ungleichung B(n) < B(n) güt. (Hier darf also N von ® 
abhängen, in Definition 2 nicht.) 

Definition 3a. Eine Basis ® der Ordnung h für M heißt Minimalbasis der Art 3a, 
wenn es zu jeder Basis B+B der Ordnung h für M eine natürliche Zahl N = N( 8) so 
gibt, daß für allen € 8, mit |n | > N die Ungleichung B(n) < Bn) gilt. 

Der Wortlaut der Definitionen 4, 5 und 6 hat ganz entsprechende Form wie im 


Fallr = 1 (s. Stöhr [3], $ 5 oder [4], $ 1), so daß wir hier auf die Formulierung verzichten 
können. Wir heben noch hervor 








genügt den Voraussetzungen, weil [ab] > [a] [b] gilt mit a > 0,5 > 0. 





N)g= 5 





An rien in 








sow 








Du 








EEE dm erden et 








Härtter, Basen für Gitterpunktmengen. 167 


Definition 7. Eine Basis B der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 7. Art, wenn 
keine echte Teilmenge von ® eine Basis der Ordnung h für M ist, d. h. jedes Element b € 8 
wird zur Darstellung mindestens eines Elements x € M benötigt !?). 


Definition 8. Eine Basis B der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 8. Art, wenn 
h 
Bin) =O(YM(n)) ist (n€ 3,). 


Dabei nennen wir eine reellwertige Skalarfunktion f(r) =O (p(r)), wenn r€$,, 
y(x) positiv reell und 





ist für alle | | = K. 

Definition 9. Eine Basis ® der Ordnung h für M heißt Minimalbasis 9. Art, wenn B 
sowohl Definition 7 als auch Definition 8 genügt. 

15. Aus diesen Definitionen lassen sich nun analoge Folgerungen ziehen wie im 
Fallr =1, so z.B. 

Satz 15. /m Fall W = 3, gibt es für kein h=2 Minimalbasen 1. Art. 

Beweis. Angenommen, ® wäre eine Minimalbasis 4. Art der Ordnung A für 3,. Wir 


wählen in der Ungleichung B(n) < Bin), wobei ® eine beliebige Basis der Ordnung h 
für 3, ist, für n speziell n = ne,(n =1,2,...). Dann gäbe es aber Minimalbasen 1. Art 
für die Menge Z der nichtnegativen ganzen Zahlen, was im Widerspruch zu dem betreffen- 
den Satz von Stöhr [3] steht. 

Satz 16. Wenn es für eine Menge M Minimalbasen 2. oder 3. Art der Ordnung h gibt, 
dann ist die Klasse dieser Minimalbasen abzählbar. 

Beweis wie im Fallr =1. 


Satz 17. Es gibt für M = 8, für keine Ordnung h Z 2 Minimalbasen der Art 3a. 
Beweis. Angenommen, ®B wäre eine Minimalbasis A-ter Ordnung der Art 3a für 
Br- Sei D2) n Ze, = Be, = {bo, b,, ..n bi, .. .- eı und 


B=- 0) +, +... +loo.}. 


Dann setzen wir B*= B*xZx + xZ. Weil nach [4], Hilfssatz 2 die Menge B* Basis 
der Ordnung Ah für Z ist, ist ®* Basis der Ordnung A für 3,. Wählen wir in der Ungleichung 
B(n) < B*(n) für n speziell ne, (n€Z, n = N(8*)), so müßte B(n) < B*(n) für alle 
n = N(B*) gelten, was einen Widerspruch zu [4], Hilfssatz 2 bedeutet. 


16. Minimalbasen 7. Art. Bezüglich der Existenz dieser Minimalbasen beweisen wir 
in Analogie zu Stöhr [3]: 


Satz 18. In jeder Basis B der Ordnung h für eine Menge M ist eine Minimalbasis 
7. Art der Ordnung h für M als Teilmenge enthalten. 

Beweis. Wir bilden von ® ausgehend eine endliche oder unendliche Folge 
B=-B,>B>'''>B.>::- von Basen der Ordnung h für M. Ist B,„ schon definiert 
und ist ®,„ Minimalbasis 7. Art der Ordnung A für M, so brechen wir die Folge mit diesem 
Glied ab. Ist ®, keine Minimalbasis 7. Art der Ordnung A für M, dann gibt es Elemente 
bEB,„, so daß B,„ — {b} (d.h. die Menge, die durch Weglassen des Elements b aus B, 
entsteht) auch noch Basis der Ordnung Ah für M ist. Sei b„ ein solches Element derart, 
daß es kein Element b* mit dieser Eigenschaft und |b*| < | b, | gibt. Wir setzen dann 


12) Diese Definition ist auch für endliche Mengen M verwendbar. 
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Ba+ı = Bu — {bu}. Der Durchschnitt n 2. aller Glieder obiger Folge von Basen ist 
n=1,2,... 
offenbar Teilmenge von ® und Minimalbasis 7. Art der Ordnung Ah für M. 


Als Übertragung von [4], Satz 12 zeigen wir 
Satz 19. Ist M = {tu Eis - - -, In. . .} eine unendliche Teilmenge von $,, so hat die 


Klasse der Minimalbasen 7. Art genau h-ter Ordnung (h = 2) für M die Mächtigkeit des | 


Kontinuums. 

Beweis. Sei B, eine Minimalbasis 7. Art der Ordnung A für M, = {x ‚x,...,2”,...} 
(oe =1,...,r). Hieraus bilden wir nach der Methode von Nr. 3durch B®* =B, x ''xB, 
eine Basis der Ordnung A für M. Aus B* sondern wir nun nach Satz 18 eine Minimalbasis 
7. Art der Ordnung Ah für M aus. Da M unendlich ist, muß auch mindestens eine Menge 
M,, etwa M, unendlich sein, und weil aus je zwei verschiedenen Minimalbasen 7. Art der 
Ordnung h für M, verschiedene Minimalbasen 7. Art der Ordnung h fOr M hervorgehen, 
folgt unter Benutzung von [4], Satz 12 die Behauptung. 

Ebenso lassen sich auch die Beweise von [4], Satz 13 und Satz 25 übertragen, so daß 
wir erhalten: 

Satz 20. Ist M eine unendliche Teilmenge von 3,, so hat die Klasse der Minimalbasen 
7. Art genau h-ter Ordnung (h = 2) für M, bei denen jedes Element zur Darstellung von 
unendlich vielen Elementen x, € M benötigt wird, die Mächtigkeit des Kontinuums. 

Satz 21. Zu jeder unendlichen Menge M und jeder endlichen Menge U (M= 3, A< 8.) 
gibt es eine Minimalbasis 7. Art B genau h-ter Ordnung (h = 2) für M mit der Eigenschaft 
AB. 

17. Minimalbasen 8. und 9. Art. Die Definitionen 8 und 9 haben ihre eigentliche 
Bedeutung im Fall M = 3,, so daß wir uns auf diesen Sonderfall beschränken wollen. 
Bezüglich der Existenz der Minimalbasen 8. Art gilt folgender 


Satz 22. Es gibt Minimalbasen 8. Art der Ordnung h für 8.. 


h 
Beweis. Sei B Minimalbasis 8. Art der Ordnung A für Z, d.h. B(n) <C Vn für alle 
n = N.Wir setzen B=B,x x B,mit B,='''=B,=B. Dann ist ® Basis der 
Ordnung A für 3, und unter Benutzung von (6) folgt die O-Abschätzung. 
Bemerkung. 1.) Nach [4], Satz 41 ist die Klasse der Minimalbasen 8. Art der Ord- 
nung h(h 22) für 3, von der Mächtigkeit des Kontinuums. 


2.) Wegen der O-Abschätzung und Ungleichung (7) ist eine Minimalbasis 8. Art der 
Ordnung h eine Basis genau h-ter Ordnung. 


Für die Existenz der Minimalbasen 9. Art gilt 
Satz 23. Es gibt Minimalbasen 9. Art der Ordnung h für 3.. 
Beweis folgt aus Satz 22 und Satz 18. 


Bemerkung. Mit Hilfe von [4], Satz 43 läßt sich (entsprechend der Schlußweise des 
Beweises zu Satz 19) folgern, daß die Klasse der Minimalbasen 9. Art der Ordnung h 
(h = 2) für 3, die Mächtigkeit des Kontinuums hat. 


$ 5. Verschiedene Fragestellungen über Basen. 


18. Rekurrente Basen. 


Definition. Sei h eine natürliche Zahl, AS 3,, wobei U auch leer sein darf‚und MS 3, 
mit o € WM. Eine Menge B heißt rekurrente Basis der Ordnung h für M bezüglich U, wenn 


1.) ® Basis der Ordnung h für M ist, 
2.) AUSB ist, 
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3.) jedes bEB, bEA zu seiner eigenen Darstellung benötigt wird, d. h. jedes solche b 
hat die Darstellunb =b +0 +: +0. 

Für r =1 ist diese Definition äquivalent mit der entsprechenden Definition von 
Stöhr [3], $ 6. 

Wir wollen einige Beispiele für rekurrente Basen geben. Dabei beschränken wir 
uns auf r =2 und W = 3, und benutzen zur Darstellung das Schema, wie es in Nr. 3, 
Figur 1 eingeführt wurde. 

4.) W ist leer. Man erhält als Basis (Fig. 3) die Menge ® = {vo} v B*, wobei B* 
alle Elemente b, — {b®, 5®} mit 5® + 5® = 1 (mod h) enthält. 








10 + 
“+ 
..+ 
...+ 
ta 
tee... 
’ her ur+ 
..++ ..+ 
...+ . .+ 
5: FREE 
un 5 10 
Fig.3 (h=5) Fig. 4 (h=5) 


2.) Für X = {e,} » {e,} erhält man dieselbe rekurrente Basis wie im vorangehenden 
Beispiel. 
3.) A = {e}. Die zugehörige rekurrente Basis wird durch Figur 4 dargestellt. 


4.) Die zu X = {{1, 2}} gehörige rekurrente Basis wird 
in Figur 5 veranschaulicht; dabei nehmen wir h =3. a ie Di. 


Wir beweisen noch folgenden Existenzsatz: u 77 


Satz 24. Zu jeder Menge Us 8, und jeder Menge ms}, ?| " t'.r te 


mit 0 € M gibt es eine rekurrente Basis B derOrdnungh(h = 1). Ze ZU DE 

Diese ist eindeutig bestimmt. | EEE TEEN 
Beweis. Si 0 =, <<, <<<. die I +° 

Folge der (voneinander verschiedenen) Beträge, die entsteht, ; » * +++ + 

wenn 3€ 3, alle Elemente aus 3, durchläuft. Wir bilden Denn pungedenfpinnn 

eine Folge von Mengen B,= B,< B, = * ‚indem wir B, =D, Fig. 5 ’ 


und, wenn ®,_, schon definiert ist, 2 =B-ı  Uv 
festsetzen, wobei U, alle Elemente aus A umfaßt, die den Betrag x, haben, und 3% alle 
Elemente 3 € 3, mit |3]|=«, und z$4(®,_, v An) enthält. Die Vereinigungsmenge 
U 9. erfüllt dann die Eigenschaften einer rekurrenten Basis. 
n=0 

Angenommen, es gäbe zwei voneinander verschiedene rekurrente Basen ®B, und ®, 
der Ordnung h bezüglich der Menge X. Seib €, v 3, mit der Eigenschaft b$ B, n ®, 
und mit dem kleinstmöglichen Betrag. (Natürlich ist dann b$ A, jedoch b € M.) Dann 
stimmen ®, und ®, in allen Elementen b* mit |b* | < |b | überein; die Menge dieser 
Elemente bezeichnen wir mit ®. Wir nehmen an, daß bEB, und b$ 8, ist. Im Fall 
bEAR bedeutet b € ®, einen Widerspruch und für den Fall b$ hf liefert b$ 8, den 
Widerspruch. 

Im übrigen kann man hier dieselben Fragen aufwerfen wie im linearen Fall, ob 
z. B. jede rekurrente Basis periodisch wird, für eventuell vorhandene nichtperiodische 
rekurrente Basen Abschätzungen für die Anzahlfunktion zu finden usw. 
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19. Kriterien für Nicht- Basen. Ist 8 = {b,, bı, . . ., Da, ... .} eine Basis der Ordnung h 
für $,, so muß zu jedem Element b, in ® für jede der r Komponenten — eventuell mit 
verschiedenen Elementen b,. € — jeweils eine Beziehung 5 < hb%*" + 1 bestehen, 
Betrachtet man die Beträge der Elemente, so muß es zu jedem Element b,€ 8 ein 
Element b,. € derart geben, daß 
Ib, | <h|b.|+ di 
ist. 








gilt, wo d,= min |b,|—|3 
Mi a | 
ki 
Diese Tatsache läßt sich dazu benutzen, Kriterien dafür herzuleiten, daß eine Menge 
keine Basis bzw. keine asymptotische Basis der Ordnung 4 für 3, ist (vgl. Stöhr [3], $ 7). 
Satz 25. Si A = {a,0,...,Au...}< 8, und h eine natürliche Zahl. Gibt es zu 
mindestens einem Element bzw. zu unendlich vielen Elementen a, kein Element a,. € W, so daß 
(39) |.|<hla.|+d(d= min |a,|— |; |) 
1 Tau 
gilt, dann ist U keine Basis bzw. keine asymptotische Basis der Ordnung h für 3,. 





Hieraus folgt 


Satz 26. Sei U = {au Q1,...,dm...}< 3, und lim e = 0. Dann ist für keine 
k,ke k 
(a, #0) 
Ordnung h die Menge A asymptotische Basis für &,. 
| 
Beweis. Aus lim | an = () folgt ein Widerspruch zu der aus (39) folgenden Be- 
* k 
(+0) 
ziehung lim | „ii 
g im] *r 
(a,+0) 
Aus den Abschätzungen von $ 2 beweisen wir 
Satz 27. Ist A < 3, mit lim u.a) „ 0, so ist für keine Ordnung h die Menge U 
ne log Z,(n) 
n| >1ı 


eine asymptotische Basis für 3. 
Beweis. Aus (9) erhalten wir (n€ 3, |n|>1) 
hB(n)" = Z,(n), Alog B(n) 2 log Z,(n) — log h, 


"sd „A. log h 
log Z,(n) "Ah h log Z,(n) ’ 
also 
' log B(n) 
lim =. 
eg, 108g Z-(n) 
In]>ı 


Aus dieser Tatsache folgt aber Satz 27. 
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Bemerkung über Gitterbasen. 


Von Bodo Volkmann in Mainz. 


Ist B eine Basis h-ter Ordnung für die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen mit!) 


’ 


(1) lim a <t 
>» ch 
so ist offenbar für jedes natürliche k das k-fache kartesische Produkt H=-BxBx."xB 
eine Gitterbasis h-ter Ordnung im R; für die Menge aller Gitterpunkte mit nichtnegativen 
Koordinaten, und es gilt 
— k 
(2) lim In. Ss». 
zoo gh 
In Nr. 8 der vorangehenden Arbeit [1] von Herrn Härtter ist dies im Hinblick auf die 
schärfste bisher bekannte Abschätzung der Form (1), die auf Stöhr [3] und Raikov [2] 
zurückgeht und im wesentlichen?) zu dem Wert 
1 
14 
a sd 1 h 
(9) 71082 h= 4-63 


führt, vermerkt worden. Es soll nun gezeigt werden, daß sich in der entsprechenden 
Ungleichung (2) die Schranke r* durch eine solche ersetzen läßt, die A nur in der ersten 
Potenz enthält. Es gilt nämlich der 

Satz. Es gibt zu natürlichem h Z2 und k eine k-dimensionale Gitterbasis ®* der 
Ordnung h mit 





_——_ AN 
(4) lim . (2) Ss ne 2° +37. (2* — 1). 
zo» ch - 


Beweis. Sei W; (i =0,1,...,h—1) die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, 
in deren 2*-adischer Darstellung nur die beiden Ziffern 0 und 2‘ auftreten. Dann ist 


B=-Wv Av "u WA,_, das von Raikov und von Stöhr gefundene Beispiel einer 
Basis mit (1) und (3). Wir bezeichnen wieder das k-fache kartesische Produkt 
UYXUx°xU mit W und setzen B* = Wu Wu. -u W_,. Dann ist B* eine 


Gitterbasis h-ter Ordnung; denn für einen beliebigen Gitterpunkt r = (2, . . -, 2) mit 
u Z20(#*=1,...,k) gibt es nach Definition der Mengen ; zu jedem x eine Darstellung 
der Form 

HM Hr HET, DEU (i=t..„a—1), 


!) Im Sinne von [6]. Die folgenden Überlegungen gelten auch, wie leichte Umrechnungen zeigen, für das 
in [1] verwendete Abzählverfahren. 

2) Bei Stöhr [4] findet sich noch eine kleine, jedoch mühsam zu erreichende Verbesserung dieser Schranke. 
29% 
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wie man durch Vergleich der 2*-adischen mit der dyadischen Darstellung von x, erkennt, 
- Somit ist, wenn man 
vllt, P,..., 9) i=0,..,h—1) 


setzt, = + Lı + "+ I,_ı eine Darstellung mit x, € W*. Ferner ist, da die Mengen 
A} paarweise nur den Nullpunkt gemeinsam haben, 


h-1 h-1 
(5) B*(2) = ZAy(2) = ZA,(a). 
i=0 i=0 
log x 
log 2|' 
Dann ist A;,(x) gleich der Anzahl der natürlichen Zahlen y< x, in deren dyadischer 


Es sei nun m= | also 2” < x <2”+1 außerdem m =hs+r mit Osr<h. 


Darstellung y = &e,2’ die Ziffern e, mit j = ı (mod Ah) gleich 0 oder 1, alle übrigen aber 
=0 


; 
gleich 0 sind. Da es s + 1 oder s solche j gibt, je nachdem ob i <r oder i >r ist, folgt 
somit 
2! für 0 <i<r, 
Aa) = em fürr<ish—1. 


1 ka 


1 . 
Also gilt wegen s = % (m —r)s % \fg2 ) offenbar 


1 r 
ja ® für O<i<r 
Al)sı', , 
7 wre. 
und damit 
k +(1-,,) . 
Aa) _ al’ % für0O <i<r, 
kr 
- SE fürr<ish—Ä, 
so daß sich nach (5) 
* shı- 8 BL. 
(6) BI) ern ) ra 
eh 


kr 


-2 ?(h+(r+1)(#—1))= fr) 


ergibt. Betrachtet man f({r) als Funktion der stetigen Veränderlichen r, so erkennt man 
durch Differentiation und leichte Rechnung, daß sie an der Stelle 


1 1 
re hlgggd —i)- ’ 





ihr Maximum annimmt und dieses den Wert 





R,_& 
TR. 4) 
u ke log 2 r 
hat. Daher gilt auf Grund von (6) für alle natürlichen x 
B*(x) 





7 5 ma /(nnsM,., 
ah r=0,1,..,.h—1 


womit unser Satz bewiesen ist. 





gilt 
der 
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Zum Vergleich mit der Abschätzung (2) bzw. (3) sei noch bemerkt, daß fürk >22 
+k — 
‚2 er. 2 h 
u SE  nusein 1 De De ae 
elog 2 k elog2 elog2 


k k 
g y. 


gilt. Da für k=1 der Wert M, sowohl mit der rechten Seite von (4) als auch mit 
der von (3) übereinstimmt, gilt für alle Wertepaare k, h die Ungleichung 
h 


M.= of <e, 


elog2 
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Arithmetic Properties of Generalized Bernoulli Numbers. 


By L. Carlitz in Durham (North Carolina). 





1. In a recent paper [4], Leopoldt has defined generalized Bernoulli numbers and 
polynomials in the following manner. Let f be a fixed integer > 1 and y(r) a primitive 
character (mod f). Put 






1.) une gm! 
| N a—T ng en 
12 j fer + 2)t u np pi 
(1. 2) zn Kar -z „(2) Fr 


so that 


2 n ai ni n\ nNn—r__ _L gr 
(1.3) B* (x) -z(,) BLa""=(B, + 2)". 





For /=1, is the principal character, and 3% reduces to the ordinary Bernoulli numbers: 
n+i1 E 

2 “n+l 
where E„., ıs an Euler number. The main result of Leopoldt’s paper is an analog of the 
Staudt-Clausen theorem for the numbers B?. 





for f{=4 and x the non-prineipal character (mod 4), B? reduces to — 


















The present paper is concerned, in the first place, with an extension of Leopoldt’s 
main result. We show that a theorem of the Staudt-Clausen type holds for the number 


1 na ) 
bY; we have also the related result that if p is a rational prime such that p*|n but p+ 
— 


then p* divides the numerator of B%. In the next place we show (Theorem 5) that B% 
satisfies congruences of the Kummer type. Finally we show that if p®-!(p — 1)|m but 
px f, then 
(1.4) re TEN _ 4 (1 — u) Erz) (mod p®). 
m+i1 * f Pe 
In partieular, for f—=4, (1.4) reduces to a known result for Euler numbers. 
It is assumed throughout the paper that f > 1, so that g is a non-prineipal character. 


2. Since tlıe ordinary Bernoulli polynomial B,„(x) may be defined by 


xt © n 
(2.1) = z2B(2)- 





B„ = B,(0), 


n!’ 





it is clear from (1.2) that 


/ 
(2. 2) Br(x) = r=! Sytr) B, Fr)- 


r=1 





Again it follows easily from (1.1) that 








wi 


If 


th 
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where 
! 
. 4) C. = (ul) = Zxlr) r"; 
r=1 


more generally (1.2) vields 


n—1 


(2. 5) Br(2) = (7) c,_.i-'B, (F)- 


r=0 


\ 


We recall that the so-called “Eulerian” number H,„(u) may be defined by (see [3]) 
(2. 6) 


which is equivalent to the symbolie relation 
(2. 7) (H + 1)" = uH" 
If we put 


(2.8) 
then we have 


Ex(s) «® == fatA,. 
s—1 


Since % is a primitive character (mod f) it follows that 


(2. 9) 


Thus for all r 


where 
(2. 10) 
and (2.8) becomes 


(2. 11) 


If we put z=et, (2.11) yields 


Br 
n+1 


From (2.6) it is clear that 


.13) 


Ra(u) 
(2. 14) H,„(u) = dar’ 


where R,„(u) is a polynomial in x with rational integral coefficients; then (2. 13) may be 


replaced by 


.45) (ar 
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N 1 i ' 
An alternative expression for — B# can be obtained as follows. In view of (2. 9) 
n 


P(2) 


HD @—a)' 
(rN=1 
where P(z) is a polynomial in z with integral algebrie coefficients. Since by (2.6) and 
(2. 14) 
R,(a) tm 
(ld — arjrHi ni’ 


it follows that 


n=1 
where U„ is an algebraie number such that 
[0- et, 
(nl 
is integral. The same is therefore true of the eoeffieients in the expansion of 


Now it is familiar that 
(=p*) 
(.D=1 (otherwise). 
Hence we may state 


’ 1 N: r 
Theorem 1. /f we put 1 B= 5 where (R, I) = 1, then when f = p", D contains 


only prime ideal factors of p; otherwise (that is, when f is divisible by at least two distinet 


rational primes) I ıs the unit ideal so that — BF is an algebraic integer. 
_ it 


We now prove 
> 4A, then 


Theorem 2. /f [= p" and n is an arbürary integer 


Rn x 1 
(2. 16) ee Bb} - Cn(z) (mod 1), 
where C„(x) is defined by (2.4). 
To prove this theorem we require (2. 3); it will be convenient to rewrite it as 
1 1 .-Iir-1 (un —1 
Er ER —| .»., 
we an r \r— ı) ar 


fr: 


Thus it will suffice to show that Ar B,(r 1) is integral (mod p). Fr r=1, p=2 


this expression reduces to — #, but here we have 


j 
(„1 = xlr) rm! / - 0 mod 2. 


r=1 


Hence we may assume r= 2. Derote by R, o, ö the exponent of the exact power 


r—1 
of p dividing respectiviy en B,, r, B,. Recalling that ö> — 1, we have 


R=u(r—1)—o+dzulr—1)—(e +1) 








. 9) 


ind 
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and evidently R>20 if o=0. Next f oZ1 wehaver>zp>o-+2forp>2 and 
rz2»>o+ilforp=2. Since «>22 forp=2 we have R>0 in this case also. 


-1 
Thus Ka ni B, is integral (mod p) for r > 2. This evidently completes the proof of (2. 16). 


3. We now examine the number 


(3. 1) a, 


where f= p“ and p’|n, p’*'"+n. It will be convenient to consider several cases. We 
consider first p>2, u=1. Let g denote a primitive root (mod p); as is well known 
we may assume that g is also a primitive root (mod p*) for allk =1,2,3,.... If we put 


r=g' (mod p*), 


then 

mg” (modp*tN, 
so that 

= g® (mod p**r). 
Consequently 

Op") —ı 
Cn(x) = 2.0 ne 1(8°) 8” (mod p#*r). 
Next put = 
(3. 2) x(r) = &*, E= 9m (pt 2), 


so that 
O(p#) —1 


(3. 3) Ca(x) = 2 (mod p*r). 
If 
(3. 4) (p, 1— g*g"*) . (1), 


then (3.3) yields 
1 — £r@lP®) gn®(p#) 


1— Eg, 


| 
Il 





| 


C„(x) 0 (mod p**>). 


Hence in this case ri C„(x) is integral (mod p). If (3. 4) is not satisfied, we first consider 


the case u„=1. Then 
p = (p,1— °g”) (n = p"n,) 
is a prime ideal of R(y); moreover p? + (1 — &*g"). Thus 
&g" =1(p), gr =1lp”t') 
and (3. 3) becomes 
CGl)=p—i!i (pr). 
Consequently we have 


(3. 5) pE=p—i (p’r}). 
For u>1, 


is a prime ideal of R(x); indeed if x is of order dp“-!, then 


p=(Rı'' Be”, 
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and ® is one of the conjugste prime ideals ®,. Then (3. 3) implies 
(1 — Egg") C.(y) = 1 EIN rw, 


We may assume without loss of generality that 


(3. 7) grt=1+p (mod p*), 
which implies 
(3. 8) gem =1+p (modpft) 


for all j 1. Then if n= p’n,, 


g"?@") =1+n,p*t’ 
=1-+np* (mod pe+r+1), 
so that 
1—Egr) Cl) =—npr (mod pe+r+), 
Now by (3.2) and (3.7) 
1— (1 +p)=1— eV) =4 — EP-Vdgo-D (mod p). 
Since ®?+1 — £&*g", it follows that 


1—ılU+D) __ 5) 
ges] 7 Tue 1 (mod 4 ’ 





and therefore 
(1 — x(1 + p))Cu(x) = np" (mod 3) 
Comparison with (2. 16) leads to 
0.9) A xl+ p)—E =1 (mod ®). 


As for the case p = 2, we have first for u=2, n=1 (mod 2) 


C()=1—-39=2 (mod 4), 
while frrn=2n, ® ZA, 
C.()=1—#=1—1=0 (mod 2r+?). 
Thus for f=4 we have 
B2 _fA(mod 1) (n odd) 
ER =. (mod 1) (n even). 
For u >2, put 
r=5%° (mod 2%); 


then 
2ni 


in)="zlr), =" 
where x,(r) is a character (mod 4). It follows that 


— 
a) 

x 
[2 

—_ 


au 2u—2_1 
C.)=Zılrn)r= z Ee5e(l + g(—1)) 
r-1 s=0 
1 — 52"? 


PTR: (+ x(-1))=0 (mod 2*) 


for n odd. Frn=2I2n„» 21, 


2u-2_1 


Cld= zZ rim +nl—N)=0 (mod Atr), 


s=0 








H: 


al 


ir 
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Hence we get 
b} 
n 





(3. 14) 0 (mod 1) 


for f= 2%, u>2andallnz1. 
Combining (3. 5), (3. 9), (3. 10), (3. 11) we may state 
Theorem 3. /f f is divisible by at least two different rational primes, then 2 B} is an 
algebraie integer. I f=p,p>2, = B} is integral unless 
p=(p1— x") +), 


in which case 
pBz = p — 1 (mod p”*') (p’|n,p’*'+n): 


jf=P,p>23,u>1, rn B} is integral unless 


B = (p,1— ld) +), 


in which case 
n 


B 
A—-z1+pm)—=1 (mod ®). 
If f=4, then 


x 


1 pr 3 (mod 1) (n odd) 
n (0 (mod 1) (n even); 


1 a 
jf=2%,u>2, then 2 B} is integral. 


This theorem evidently includes the main result of Leopoldt’s paper. 

We have also the following corollary. 

Theorem 4. If p*|n but p+ f, then p* divides the numerator of B}. If f is divisible 
by at least two distinct primes and p is an arbitrary prime, then again p® divides the numerator 
of BY ' 

4. We recall that the ordinary Euler and-Bernoulli numbers satisfy Kummer’s 
congruences, namely 


(4.4) EC- 1)r-s () E, 4 = 0 (mod (p*, p*)), 
s=0 
+ Bu +0 = n- er 
Re zart ml, Pm) 


where p isan odd prime such that p°-!(p — 1) | w; also in (4. 2) it is assumed that p — 1 #n. 


Frobenius [3, p. 841] has proved that the function H,„(n) defined by (2. 6) satisfies 
the like congruence 


(4.3) Er (.) Hnsselu) =0 (mod (pr, pe)), 


s=(0 


| 
| 


where as above p°-!(p — 1) | w and now p is an arbitrary prime. We remark that (4. 3) 


has the following meaning. The left menıber is a rational function of u with denominator 
equal to a power of 1 — u. The numerator is a polynomial in u with coefficients divisible 


by (p", p*). 


23* 
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We now apply (4. 3) to obtain congruences for B}. We first make use of the repre- 


| sentation (2. 15). Then it is evident that 


8 2. r RER 
u, ze» rs 
„ade no fr e 


If p+ we immediately obtain from (4. 3) 


3 el) 


= * 5° 2 v eh al. 


where p*-!(p—1) | w. 


The restrietion p + f can be removed to a certain extent. Assume / divisible by at 
least two different primes so that, as we have seen, B? is an algebraic integer. However 
if we again apply (4.3) to (4. 4) the presence of the factor f in the denominator of the 
right member of (4. 4) is troublesome. We accordingly employ a different representation, 
namely (compare (2. 9)) 


© Dr 1" P(e) 
(4. 6) in @-e) 
(N=1 
where 
1 
Pille une OR ET 
7 t —_ f!- Dt nn 
(e‘) ee —1 z# e—1 
4 r—1 © nn 
= zul) 2 2 — 
v=1 s=0 n=0 
+] ir 
— Au i 
= n! 
with 
I-1 j 
„=, /" 3 x(k) 
j=0 k=j+1 
Then 
r r dB i / 
ZN ler 2 2m, 
_=0 j=0 k=j+1 
so that 
(4. 7) 3 (—1)'-! (.) Arm = 0 (mod (p*, p”)), 
= (0 


where of course p-!(p —1) | w. 


Next corresponding to each factor in the denominator of the right member of (4. 6) 
we have 





1 1 ” r 
ee — ar 1—or „oo (e) n! 


In view of the hypothesis that f is divisible by at least two different primes, 1 — a is a 
unit and Frobenius’ congruence (4. 3) applies for arbitrary p. We now make use of the 
following theorem proved in [2]. 








wh 


an 
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Let fan}, {Bm} be sequences of algebraic integers that satisfy 


ZN) mn =0 (mir) (man), 
s=(0 


„i r 

& (— de (‘) Pa+sp-1) - 0 (mod pP’) (m >. r), 

s=0 
where p is a prime. Then if we define 

m m\ 
Y„»=2Z (7) ußm-: 
s=0 

it follows that 


ZN "(ran =0 (mim) man 


and indeed 


r 


92 — ah (.) Ym+m — 0 (mod p”) (m z er), 


s=0 
provided p®-!(p — 1) | w. The theorem quoted is stated for rational coefficients; however 
the proof applies without change to the case of algebraie coefficients. 


In view of (4. 7) and (4. 3) it therefore follows that (4. 5) holds for arbitrary p when f 
is divisible by at least two distinct primes. We may therefore state the following 


Theorem 5. /f f = p#, then 





tt mal) 
s=0 sn + 1 + sw . 
where qgis a prime + p and g*\(g—1) |w.Iff + pr, then (4. 8) holds for arbitrary prime g. 
The theorem evidently does not cover the case f = p#, q=p. This corresponds 
to the restiction p #2 in (4.1). 
5. The Euler number E,„ satisfies the congruence 


u 15 (mod p) p=1 (mod 4) 


(9. 1) F (mod p*) p= 3 (mod 4), 


where p is an odd prime and p*-!(p — 1) | m. More generally Frobenius [3, p. 842] has 
proved that 

1 —ur-ı 
(5. 2) H (u) = I_s 


uP 


(mod p*), 
where p®-!(p — 1) | m. For an extension of (5. 2) see [1]. 


We now obtain the corresponding congruence for B}. Making use of the repre- 
sentation (2. 13) it is clear that (5. 2) yields 


B2*+r' xl) L Zr) 1— run 


”M m+ti T Zi—a 1-—or 





(mod p*®), 


where pe-!(p—A)|m and pt f. 
In particular for p =1 (mod f), (5. 3) evidently reduces to 


(5. 4) a Brt! =0 (mod p®). 
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For the general case we have 











' gir)(e—ar) 1 ' zn) 
} =” 1-0 -2 ae ed 1— am 

20 
ii (il — .m)z i_ 4 

/ er r Pr r 
I Eu) e* 
r-1 r F 
I-1 rs 
= x(s) = 1a 


since 


But it follows easily from 





I-1 & far! FR . 
2: -e "7-1 1 sep 
that 
i-1 ars 
TE, Vrug Such Binz 5.5 8° 047 
r-1 
therefore 
' x) 
UN) Zi_a 2x 
r=1 8 
Thus (5. 3) becomes 
a la )) j ( 
(5.5 —2 _ =-(i1—y z u mod p®). 
) ur m) 2 5% ) ( P*) 


We may now state 


Theorem 6. If p is a prime such that p+ f, p?‘(p—1) | m, then B"**! satisfies (5.5). 


In partieular, if x(p) =1lor x(—A) =1, then 
1 


(5. 6) En 


Brt!=0 (mod p®). 


If p| / but / + p® the above proof still applies with minor changes. We obtair 
the followinz supplement to Theorem €. 


Theorem 7. If pe"(p — 1) |! m, and f = prf,, pP + fo fo > 1, then 


N / 
6. mriBEt de) sr)  (modpr) (e>u). 
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Über das Hausdorffsche Maß gewisser Punktmengen 
in der Zifferntheorie*). 


Von Anton Gierl in München. 


Kap. 1. Vorbetrachtungen über Intervallmengen. 


1. Einleitung. Gegenstand der folgenden Untersuchungen sind die Mengen E? 


v+++8% 
der reellen Zahlen o, deren g-adische Zifferndarstellung keine der Ziffern s,,.. ., Sk 


enthält. Dabei sind %, g, s; ganze Zahlen mit!) g 23, 1<k<g—1und0 ss, <g. 
Wir betrachten der Eindeutigkeit wegen nur die Zahlen oe mit 0 <o<1 und setzen 
voraus, daß in der Zifferndarstellung 


(1) E = ‘25 
stets unendlich viele e; #0 sind. 


Alle solche Mengen E}, 

Maß Null, so daß sich die Frage nach ihrer Hausdorffschen Dimension ?) stellt. Für die 

Menge E}, die — bis auf abzählbar viele Punkte — mit dem klassischen Cantorschen 

Diskontinuum übereinstimmt, wurde bereits 1918 von F. Hausdorff [2] nachgewiesen, 
log 2 


daß dim Fi = Tog3 ist, und ähnlich läßt sich auch zeigen, daß allgemein 


e haben, wie leicht einzusehen ist, das Lebesguesche 


Ban 8 


(2) dm E_ = log(g—k) _ 
vn og 
gilt. 
Weitergehende Untersuchungen von E. Best [1] im Falle k = 1 bezogen sich auf 
das «-dimensionale Hausdorffsche Maß {E?}* (mit « im Sinne von (2)) und ergaben die 


Abschätzung 
(3) 





EAN. wc ERETISTEH 
(= siEY= @e—2g—s+1' 


In der vorliegenden Arbeit wird der rechte Teil von (3) verschärft und auf k 1 ver- 
allgemeinert. Dadurch wird ein Fortschritt in Richtung auf die explizite Bestimmung 
dieser Hausdorffschen Maße erzielt. Er dürfte insofern von Interesse sein, als bisher 
erst in wenigen nichttrivialen Fällen die Berechnung Hausdorffscher Maße von irgend- 
welchen Punktmengen gelungen ist und die hier behandelten Mengen sicherlich zu den 
einfachsten Typen gehören, für die man eine Lösung dieser Aufgabe erwarten darf. 





*) Gekürzie Fassung einer Arbeit, die von der Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Mainz 
im Sommer 1955 als Dissertation (D 77) angenommen wurde. Referent: Dr. B. Volkmann, 

1) Die Fälleg=2undg>2, k=g— 1 führen auf höchstens abzählbare Mengen und sind daher für das 
Folgende ohne Interesse. 
2) Hausdorff [2]; wir verwenden die Schreibweise von Volkmann [3]. 
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2. Begriffe. Hinsichtlich der Schreibweise und Terminologie schicken wir folgende 
Bemerkungen voraus: 


1) Die Länge eines Intervalles i wird mit |i | bezeichnet. 
2) Ist M eine lineare Punktmenge und n >0, so heißt eine abzählbare Menge 
I = fil,ia,...} von Intervallen eine n-Überdeckung von M, wenn |i,|< n für alle » 


und U i,>M gilt. Für festes ö mit 0 <öd<{1 setzt man dann 


v-1 
fin & |i, ji Pr {M}, 
I v=1 
wobei / alle n-Überdeckungen von M durchläuft, und ferner wird 
lim {MY = {M} 
n—0 


als (äußeres) ö-dimensionales Hausdorffsches Maß von M bezeichnet. Es gibt stets eine 
Zahl « mit 0 < «a <1 derart, daß — soweit definiert — 


s_f® für ö<ae, 
Mm} -L für dö>a 


wird, und diese Zahl « nennt man die Hausdorffsche Dimension von M, geschrieben: 
& = dim M. 

3) Die Menge aller Zahlen o, deren g-adische Entwicklung (1) mit vorgeschriebenen 
n Ziffern beginnt, nennen wir ein Grundintervall n-ter Stufe. Jedes solche Intervall ist 
offenbar von der Form 





I gs (ganz, 0<g<gn. 
= 8 
4) Sei Q„ die Menge aller Zahlen o, deren erste n Ziffern der Darstellung (1) sämtlich 
#85, #8, ..., #s+ sind. Dann ist Q, Vereinigungsmenge von (g — k)" Grundintervallen 
n-ter Stufe, und es gilt ferner 
(4) Er... = no. 
5) Wir sagen, daß h punktfremde, halboffene Intervalle i,, .. ., i, zusammenhängen, 


wenn ihre Vereinigung sich durch ein Intervall i mit 


il=Slült + lül 
überdecken läßt. 

6) Als ein Zusammenhangsintervall der linearen Punktmenge M bezeichnen wir 
das Intervall 3, wenn zu jedem Intervall 3’ < 34 Punkte o €3— 3’ mit o € M und zu jedem 
Intervall 3” >3 Punkte o€3’—3z mit o$M existieren. Jede Vereinigungsmenge 
I = U i, endlich vieler Intervalle läßt sich offenbar eindeutig in Zusammenhangsintervalle 


v-=1 
zerlegen, und zwar sind genau dann sie selbst die Zusammenhangsintervalle, wenn sie 
sich nicht überlappen und keine zwei von ihnen im Sinne von Bem. 5) zusammenhängen. 

7) Für jede beschränkte lineare Punktmenge M sei p(M) das (sicher existierende) 
kleinste Intervall mit der Eigenschaft M<p(M). 

8) Sei & = {0,1,..,.g—1}, S= {sı,...,s.}. Dann lassen sich sowohl die 
Elemente von ® als auch die Elemente von © — © eindeutig in „Ketten‘ von aufein- 
anderfolgenden Zahlen zerlegen. Falls eine Kette von © mit 0 beginnt bzw. mit g— 1 
endet, werde ihre Länge mit 9, bzw. 9, bezeichnet; andernfalls sei 9, = 0 bzw. 9, = 0. 
Ferner sei 9, + 9, = 9 gesetzt. 
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Die Anzahl der Ketten von $ — © werde # — 1 genannt. Setzen wir, der einheit- 
lichen Schreibweise wegen, ss = —1 und s,., =g, so sind die Längen dieser Ketten 
offenbar die von Null verschiedenen unter den Zahlen s,— s;_, Ai miti1<j<k-+1. 
Wir bezeichnen sie in der angeführten Reihenfolge mit d,,... ., da-., d; und setzen ferner 
d;-ı = d, + 4, =g—ı +11 —1. 


9) Sind die linearen Mengen M,,..., M, paarweise punktfremd und mit einer 
festen Menge M deckungsgleich, so bezeichnen wir ihre Vereinigungsmenge symbolisch 
mit 7x M. 


40) Für spätere Fallunterscheidungen sagen wir, daß bei der gegebenen Ziffern- 
menge {$}, . . -, 5} der Fall A oder der Fall B vorliegt, je nachdem, ob 


(5) s +0, s #g—1 und max(d,...d,) >1 
gilt oder nicht. Im Fall A ist also stets = 0. 


3. Ein Hilfssatz. Im folgenden werden g,k, © als fest gegeben angesehen. Die 
Menge (, entsteht dann aus dem Intervall (0, 1] durch Streichung der k Grundintervalle 


(*, s+1 


erster Stufe, die von der Form (1<j=<k) sind. Entsprechend erhält man 


die Menge Q,, wenn man in jedem der g— k verbliebenen Grundintervalle erster Stufe 
die analoge Streichung von k Grundintervallen zweiter Stufe vornimmt, usw. Somit 
besteht jedes Zusammenhangsintervall von Q, aus gewissen Grundintervallen n-ter Stufe, 
und es treten, wie man leicht einsieht, genau die Längen d,-g-* (i=1,...,ß) auf, 
nämlich je einmal an folgenden Stellen innerhalb jedes Zusammenhangsintervalls von Q,-;: 

a) am linken Ende (mit i= 1), 

b) im Innern jedes Grundintervalls (n — 1)-ter Stufe (mit i=2,...—2), 

c) am Übergang zwischen je zwei benachbarten Grundintervallen (n — 1)-ter Stufe 
(mit i=ß—HJ1), 

d) am rechten Ende (mit ı = ß). 

Insbesondere gilt 

(6) x GEHE USE N Sans. 

i=2 i=1 

Die Zusammenhangsintervalle von Q, der Länge d; - g-" bezeichnen wir, von links nach 


rechts numerierend, mit 
i gi i 
b,1; b,, b,, ’ 


so daß also 
w 
B i r 
(7) Q, en U U by: 
j=1l=1 


wird. An Stellen, wo es auf den Wert des zweiten Index nicht ankommt, lassen wir ihn 
gelegentlich fort. Analog zu (6) gilt dann auch 
B 


(8) zZ, 4=(g— ki. 
i=1 


Für die oben eingeführten Anzahlen /,, gilt der 
Hilfssatz 1. /m Fall A ist 





#28 > 111 wintundinh, 


l ER. füri=2,..,.ß—2, 


ige für i= B—1 
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und im Fall B 
I, = (g — kr! füriei,....P- 


Beweis. A) Da nach Bem. 8) d;-ı + 0 ist, ferner s, =d, #0 und gs —A1=d; #0, 
wird $ 3, also $?—2 =0. Für n = 1 besagt die Behauptung: 


,._[% i=B—1 
“u ih, 


was offensichtlich erfüllt ist. Angenommen, sie ist für n—1 an Stelle von n bewiesen. 
Wie man durch Zerlegung in Grundintervalle unmittelbar erkennt, enthält jedes Intervall 
bi_, folgende Zusammenhangsintervalle von Q,: ein Intervall bl, je d; Intervalle der Form 
b}, b},.... ., 6%”, schließlich d, — 1 Intervalle der Form bf" und ein Intervall bf. Daraus 
folgen die Gleichungen 


ß 
| sı,.. für i=1 und i=ß, 
v1 
ß . 
nz 3d,l,.-ı, für i=2,.., P—3, 
v=1 
ß 
24-0. für i=ß—1, 
v1 





und weiter ergibt sich mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung der Reihe nach in den drei 
angeführten Fällen, wenn abkürzend 
3 
g—k—1 





= m 


gesetzt wird, unter Berücksichtigung von (6) 
= UB—2)2+2 +3) (Art + (gr (P—2)2—1 
für i=1 und i = ß, ferner 


= Ndz+n+@— hr as —k+1) 
+ — + —1) (ge — kr? —(P — 2) 2—1) 
+@——1) (B— 29: + 1) 


für i=2,...8— 2, sowie 


für i= ß— 1. Durch leichte Rechnung erhält man dann in allen drei Fällen die Behaup- 
tung für n an Stelle von n—1. 

B) Ist s, = 0 oder s, = g— 1 (oder beides) oder d; = 1 für alle i, so tritt von den 
oben erwähnten Fällen a) bis d) nur b) ein, und infolgedessen enthält jedes Intervall bi_,, 
unabhängig von i, genau je d, Intervalle bl}, b},..., 6, nämlich je eins in jedem Grund- 
intervall n-ter Stufe. Daher wird, da die Behauptung für n = 1 sicher erfüllt ist, 


ß B 
= Ed, = (24) Ar! = (ehr, 


v=1 v=1 


wie man durch Induktion erkennt. 











un 











a un m 
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Kap. 2. Differenzengleichungen. 


4. Obermengen von EA, Es sei n fest und für ganze Zahlen?) u, m mit 


‚sK" 
<usm 
(9) IR er‘ Qura = Gahas (i 1, ee ß; I _ 1, er u ;) 
d.h. Q44,,m Sei die Vereinigung aller Grundintervalle (n + m)-ter Stufe, die Punkte von 
El,.., enthalten und in einem Zusammenhangsintervall der Form b;,, von Q,,, 


liegen. Für die Mengen un bestehen im Fall A bzw. B Darstellungen der Form 
(10) N . re w (d; x Antu,m) U T u(d, x rd A u((d; —1) x er m) er m 
bzw. 
i ß v 

(11) An+u—1,m ud x Antu,m: 
beides für u=1,...,m. 

Der Index A sei im folgenden so gewählt, daß d, = max (d,,...,d;) gilt. Wegen 
d; + da; = d;-, hat man daher im Falle A 

(12) d; = max (d, ....d,-.). 

Bezeichnen wir mit Z, die Anzahl der nach (10) bzw. (11) vorhandenen Teilmengen 
rum Von %44-1,m und nennen wir diese, ihrer Anordnung von links nach rechts ent- 


_ —L . . . 
sprechend, @,; m» + + + Andu,m; 80 ergibt sich im Fall A 


a am 48 BE _ u —L;z—(B-3) | — 14-6-2) 
(13) An+u,m * ei In+u,m» Q, Fu,m An+u,m .. Mntu,m (u, m) Antu, m = rn m 
und im Fall B 
—L; Li- — 1; -B+1 
(14) Antu,m 7 Ei; m) ra m = abın, ms. Antu, m 2 = OAn+z,m 
Im folgenden seien £, &’ feste natürliche Zahlen mit 
(15) ı stsß—-1I1sLuh —Br2=sÜsLQ.. 


Dann existiert zu jedem q;,,_,„ eine Teilmenge U Q5,,„. Wegen (13) und (14) 
n+u m Ba n+u,m 


ist dann auch jedem £’ ein Index £ durch q5,,m = Y+„,m zugeordnet. 


Wir definieren nun folgendermaßen Mengen vi, ‚On+1 u. Om UNd 1On, 14194 + Wim! 
Es sei di, die leere Menge und mw}, = q4,. Für u > O sei Dat die Vereinigung der in m, ,„-ı 


enthaltenen Intervalle der oben erklärten Form p Ua: vn 41m) —ihre Anzahl nennen 
o={ 


wir &, — und ferner 4, = Wayuı — Dar: 


Damit hat man offenbar im Fall A insbesondere 


(16) =0, 
ı d,; für 2<As<ß—2, 
m uf, für 1=-B—1 
und im Fall B 
(18) I =(, 
(19) ad für 1L<SIASP. 





®) Den Index I lassen wir bei b* n+, und bei as +u,m,ı fort, wo es auf seinen Wert nicht ankommt. 


24* 
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Es ist ersichtlich, daß mw,,, als Vereinigungsmenge gewisser Anzahlen {,, von 


Mengen der Form 9,;,m mit v=1,...,ß dargestellt werden kann, so daß wegen 
1 m ” j} h 
u Eu | ULıX O4) auch 
2 ; B_ uhr 
(20) Inm < (Um. x On) “ (U x Data, 


gilt. 

Im folgenden werden Differenzengleichungen aufgestellt, die eine explizite Be- 
rechnung aller 4, (mit «=1,...,m) gestatten und mit deren Hilfe im Fall «= m 
obere Schranken für alle {,, mit v»=1,..., ß angegeben werden. Damit erhalten wir 
Obermengen von Ey, die zu Abschätzungen für das Hausdorffsche Maß führen 
werden. 


5. Hilfssätze über die Anzahlen Gr Es seien (wieder bei festem £,£’ mit (15)) r 
und r jene natürlichen Zahlen, die den Gleichungen 


(21) d,.=8,—8,_,—1 für {=1,...8—2 im FallA und {=1,...,ß im Fall B, 


„8%? 


(22) k+i1=r für ©&= ß—41 im FallA, 
(23) d=s,—s,_, —1 für = 1,...8—2 im Fall A und = 1,....ß8 im FallB, 
(24) k+1=T für &= ß—1 im Fall A 
genügen. 
Entsprechend (6) hat man 
e-1 
(25) 3d.=s,,—1—1+2, 
i=2 
B 
(26) Ssu=:. —, 1 Tr rt, 
pe R 
i=t+1 
Im folgenden unterteilen wir den Fall A in 
Ai. dh #4, =g —sı +s1ı —1 
und 
A.2. di =d;-,. 


Dann gelten die Hilfssätze; 
Hilfssatz 2. In den Fällen A. 1. und B ist, wenn mit u und v die Wurzeln der Gleichung 

(28) 22 — (g—k—d)e—(g—k+s_,— 5 — T+T+1)=0 
bezeichnet werdent), 


F ur — v4 
bua == u—t i® 
Beweis. A.1. Für £,, mit «=1,...,ß hat man die Rekursionsgleichungen 
e 
| 2%, («=1 und x=ß), 


v=1 


ß . . _ 
zdt_.,.— (d—1) n-ı2 («=2,..,°—1 und x=C+ 1,..,ß—2), 
v=1 





De ET Ä 4 
Zdl,,— Hl-ıa («=|,... d), 
v1 

ß ' 
(dl, — 1), (,—Vu-1(®=B—1). 
‚v=1 


6} Dabei ist stets u + v, da die Diskriminante von (28) offensichtlich positiv ist. 
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Wegen (25) bis (27) erhält man hieraus durch Elimination der übrigen {/,, 
29) eh te EB Nast C++ Dh than 
(30) bus =(g —ı, +9— 1) (ÜL-1.1 + L.-1,8-1) _ (d, —1) 14 
+ — 5 +8, —sı —k+T—T+23)6_10 
+6: —8s,.,—- 1+17—1) E03, 
(31) 6: m. Cs u AR 
(32) Ga Tue Lı- 
Wählen wir jetzt er aus (15) so, daß 
(33) e<A<st,tals&>t bw. E<ist,falsö<i 
gilt, so folgt wegen Gr = # aus (30) bis (32) die Gleichung 
ig —kAd)l_ug kA: — ss 1 —-Tt+ tt) Ge: 


Mit Hilfe der Theorie der Differenzengleichungen erhält man damit für £,, die Dar- 
stellung 








(34) Cs = Au" — Br, 
wobei die von den Anfangswerten abhängigen Konstanten A und B sich gemäß (16) 
und (17) us A+B=0 und Au+Bvr=d, uA= A_ ‚B= a berechnen. 


Wird dies in (34) eingesetzt, so ergibt sich unmittelbar die Behauptung. 
B. Die aus (11) folgenden Rekursionsgleichungen 


On = Zu 6, (“«=A1,..,c—lund«={+1,...P), 
v=1 
' ß ’ i _ 
i ö i 2 m F 
„= 24d, u, — dl, 14 («=[, ‚L) 
v1 
ergeben 


ig —kh+s, 1 — TH THE + Es Tt tr Vin 
Eu =(g—k+s,_, —,—T+ +1) eis +, —$,_ı — +r—1) A d;t,-13- 
Hieraus folgt wie im Fall A. 1 die Differenzengleichung 
= —k—d)bE_uı+t@—k+s.n Hs T+ttT+N. 
Somit gilt eine Darstellung der Form (34), wobei u, v die Wurzeln von (28) bedeuten und 
die konstanten A, B wegen (16) und (17) dieselben wie im Fall A. 1 sind. 
Hilfssatz 3. /m Fall A.2 ist 
Una = (g—k—B—d,+3)d+d,— 2) ((#) + gelu) + 95(1)) 
— (4, —1) ((w +2) la) + (u + vgl) + (0 + u) g(A)), 
ur vH we 


u) wo AST AN nn) 





Iı(a) = 
wenn mit u,v, w die Wurzeln der Gleichung 
(35) #—(g—k—d,+2).x? 
— (BA), — kB +1 + THE 9)a 
(1): 1-74 7-1) —@—hE—T—1))=0 


bezeichnet werden und diese paarweise verschieden sind. 
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Beweis. Aus den auch für diesen Fall geltenden Gleichungen (29) bis (32) folgt 
Ci u 21, —1,1 + (R — 3) 6 eh + 1) lu-2 + > 149 


A (g—k)t u— ® Br (s;- Fries: -T En T— 1) f n—2 u 2 (d, I. 1) 6 -14 93 
drehe —hı- 


Wird hieraus £,, und {,_,,, eliminiert, so ergibt sich 
U . U; + NE u—l, o—h_ 7 runı „ Sumd 9 r 1) 1, 239 
me — Mu... TTV a d—NE_u- 
Somit ist 
s-k—P+ 1) 1,_ „=bıtl(d,- 2) but — sn Tttr— + — 26$_,, 


und daraus erhält man schließlich durch Elimination von {,, und {,_,s die Differenzen- 
gleichung 


= hd, + Dh, 
KU I Du N una tr tr Ir Me 
+ (B — 1) (8&- tt — HH )ı,- 34° 
Da sich aus (29) bis (32) die Anzahl &, zu %,=(g—k— B+d,+2)d,+d,—2 
berechnet, folgt für Or damit die Darstellung i,, = Au“ + Bi + Cw*“, wobei u, v, w 
die verschiedenen Wurzeln von (35) bedeuten und die Konstanten A, B, C durch die 
Gleichungen 
A +B + =, 
Au +Bvr +Cu =d,—1A, 
Au?+ Bv? + CwW= (g —k— B—d, +3)d,+dh—2 
bestimmt sind. Damit ergibt sich 
a ek Nuhr h— 2 (wrr)(d wi. 
BT (u — w) (u— v) 
B- g—k—B—d, +3) +dh—2— (w+ u) (d, — 1) 
| (v — w) (v— u) P 


in g—k—P—dh+3)d +4—2—(u+v)(d — 


(w — u) (w — v) 


woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 


Kap. 3. Abschätzung von {Ei an PR 


6. Wurzelabschätzungen. In den folgenden Betrachtungen beweisen wir, daß für 
die in den Hilfssätzen 2 und 3 auftretenden Wurzeln u, v, w die Ungleichungen 


(36) lul<e—h, |o|<g—k und |w|<g—k 


gelten. 

In den Fällen A. 1 und B ist die Behauptung durch leichte Abschätzung aus 
den zugehörigen Hilfssätzen zu gewinnen, da man die Größen u und v als Lösungen 
quadratischer Gleichungen unmittelbar angeben kann. Werden die Koeffizienten 
des zum Fall A. 2 gehörenden Polynoms (35), vom höchsten Glied abgesehen, der 
Reihe nach mit — a, —b und — c bezeichnet, so sind u, v, w die Nullstellen der 








Fu 


ko 
di 
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Funktion f(x) = =? —-axr®— br —c, deren Extremwerte offenbar an den Stellen 
z = tl(a+ Va: + 3b) und x, = 4(a— Ya? + 3b) liegen. Wird nachgewiesen, daß 


(37) fe—k)<, <a <g—k, f(x) >0, Fa) <o, 
fg—k) >0 und f—(g—k))<0 


gilt, so genügen offenbar alle reellen Nullstellen von f(x) den Ungleichungen (36). Falls zwei 
konjugiert-komplexe Nullstellen vo und w vorhanden sind, hat man wegen | vw | = | v |? 
die Ungleichung |v |? <(g—k)? zu beweisen. Da jedoch |uvw | = |c | = |u| |r |? 
gilt, ist dies gleichbedeutend mit der Abschätzung 


(38) | u | > n By ö 





Wegen a =g—k—d;, +2 <g—k genügt zum Beweis der ersten Behauptung von 
(37) der Nachweis von a? +35b <A(g— k)?, weil daraus a + Va® +3b <3(g — k) 
folgt. Man hat unter Verwendung der trivialen Aussagen 





(39) SH — 8,1 —(T— 7) sg—k—1, +77 Bsg—k—I, d; >2 


die Abschätzung 
a +3b <(—k—d+ 2)? + 3((P—1) (h— 2) — (g—k— B+1)) 
<(g—k— B+2)?+3(g —k). 
<Alg— k)*. 
Den Beweis der zweiten und dritten Behauptung von (37) erhält man aus den Gleichungen 
f" (a) = Va? + 3b, f'(2) = — Va? + 3b, 


da der Radikand offensichtlich positiv ist. 
Um f(g— k) abzuschätzen, berücksichtigen wir wieder (39). Es ist 


f(e—k) = (dh —2)(g—k)? . 
— (BA - Ik +1 + T— + EYE —h) 
— (1-74 7 DB —W— (E41) 
> (4—2) (8 —k)?—(g—k) (B—1) (a —2) + (g—k— B+1)(E—h) 
>(@—k—B+N(g—k) >0. 


Ähnlich erhält man 
(—g—k))=— (lg —k?—(g—k—d, +2) (g—k)? 

+ Eh) (BA) (hg —k—B+1)@—h) 

— lt 1) @-k+B-D+ MUCH) @—h). 
In dieser Summe wird, wie man leicht erkennt, das dritte Glied durch das erste, das 
letzte durch das zweite kompensiert, so daß f(— (g — k)) < 0 folgt. 

Für den Fall zweier komplexer Wurzeln betrachten wir schließlich gm) 

Es gilt offenbar wegen?) s,—s,,— t+r—1=<sg—k und DER, +1sp—1 


le|= |; — sn + T-DB-N—-W—hE-E+N | S@—h(P—1). 


5) Bei positivem A, B, C', D ist allgemein | AB— CD| < max (A, C) max (B, D). 
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Daher folgt 


ni. ri nee 
Are) l (g — k)! 
rest T— + 3+—1) (d; — 1) 3. 

(g — k)* 

Für e>0 bzw. e <0 hat man schließlich 
Ihre <elE N - (g—k—d, +2) (BP —1) 
(g—k)* (g — k)? 
Pu Br 9 u 
(g — k)® 

bzw. 


>». 


c 

Are) 

Wegen (39) gilt für u daher die Abschätzung (38), womit auch die Ungleichungen (36) voll- 
ständig bewiesen sind. 

7. Ein Satz über {E},....} Nach (20) ist Mi “[, U Kr X 4) eine n-Über- 


ge von q,,„. Aus den Rekursionsgleichungen (29) bis (32) ie leicht zu ersehen, daß 
„<z2ıt,,(®=1,...,ß) gilt. Es folgt daher auf Grund der Überlegungen von Nr. 4 





£ m 
(um Ss 2m: —_ 2 Ir (Grm sr +24 ui |P(or;,) P > 
Somit ist wegen (8) und (10), wie man durch Summation über _=1,...,ß erhält, 


ß 
(40) Munde + 22 ll . 42 | p( Q,- se ) +3 ud In, in |P(oh;.) " 


v=1 i=1 a a 


mitn=dı'g". 
Aus (15) folgt 


g(dı — 1) + (HH — H-ı— 1) er ehr _ 
(41) |p(vn.,) | = 


g" +u+l 


Satz. Für das äußere «-dimensionale Maß einer Menge E},,...., gilt die Abschätzung 


(ed, — 1) +: —s-1ı—-1— ) 


Lu-B-BshH ara 
Beweis. Zur Abkürzung setzen wir | p(v,;,) |g”"*“*" = W und verwenden wieder 


die Fallunterscheidung von Nr. 5. In den Fällen A. 1 und B hat man wegen (8) und auf 
Grund des Hilfssatzes 2 


ER > 


ß m % u 
El, ‚Zu lploin )P=zr1,42 - WER. . WR er. 


n,i 1 
i=1 u=0 ee? nd Bi 


woraus sich 


Ei..)n S 2 


(8 — k)" (u" — v") 7, 


(u) (g— hirtn 2, 
Weg—hn ml u vw 
(u) g— a ) 


u 





(kr (g— kr 














7 


| 
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ergibt. Wird nun n als Funktion von m aufgefaßt derart, daß für m> oo auch n> 
und somit n—0 strebt, so folgt, da der Grenzwert des ersten Ausdrucks wegen (36) 
offensichtlich Null ist, die Ungleichung 
l. W* [1 
RD 2 tC ITBRRSE WE PRNETBEN. | 
100 u—v\g—k—u g—k—v (g—k?— (u+v)(g—k)+ w 

Setzt man in den Fällen A. 1 und B die gemäß Hilfssatz 2 zugehörigen Wurzelwerte ein, 
so erhält man unmittelbar die Behauptung. 





Im Fall A. 2 verwenden wir im folgenden die für die Wurzeln u, v und w von (35) 
geltenden Gleichungen utv+ w=a, w+tvw+ wu=b, ww=c und setzen 


(42) Hi)=@—k—B—d+3)d+d—2. 
Wegen (8) und Hilfssatz 3 gilt dann 


E1, ‚Hu BT} 
(43) ne = 2° “- ge (9 (m) + 9. (m) + 93 (m)) 





E 
zl, ‚„(d —1) 2a, 





nd nn Zu (qu(m) (w + ©) + 9(m) (u+ w) + 95(m) (v + u)) 
+Z PA g— er. (g(u) + 92(u) + 95(u)) 
ß m 
— ELANE — lot) + Alla +) + lat). 
(el " p- 0 (g—kjrtn 
Nun ist 
4 a 8 1 A . 1 © ws 
(a), Ru) En) Wr wa) ZW — hr 
4 4 N 
la u) (u—v)(g—k Ey te Ya) 
\ (g-k’— (lo + u) (g—k) + vw) "— uw) — (g—k)?’— (u + w)(g—k) + uw) (u— u) 
ee —v)(g—k— u) 





en (g—k— u) 
= __ ZEPFEEEEBOR RS 1 
 (g—k—alg—k)?—b(g—k)—c' 


Entsprechend erhält man auch 








v+w - w+ u m v+u  " 
Ro, Ele), Br " Wu), ZW — hr 
/ v+ w w-+ u v+-u 
= A tee ae k—) tun —)R— u 
(en (E-KP— (+ w) (g—k) + vw) ("t— u) — ((g—K)?— (u + w) (g—k) + un) (u — w*)) 
(u — u) (u— 0) (— u) (g—k— u) (g—k—r)(g—k— u) 
He—h) ((g—k)?— (u + v)(g—k) + ur) (u? — v°)) 
(u — u) (u— 0) (— w) (g—k— u) (g—k— v) (g—k— u) 
=(6—h) 43 


(g— k)?— alg— k)?—b(g—k)— ce 
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Damit hat man, da bei dem gleichen Grenzübergang wie oben der erste Ausdruck von 
(43) gegen Null strebt, 





w: 
Eo MED JERR. AUS 
Wu 5 < Iim (0; SITE gung 5 Bey Te mug 57 mau Traum > une zZ, ‚H@) 
— W°(a—(g—k)) 
(g— k)r (g—kP— alg— k)? — big — ae Air 1). 


Hieraus ergibt sich, wenn für F(i) wieder der explizite Wert aus (42) eingesetzt wird, 





h u w* ae ai (#—2) (ih —2) 
Ei...) Frau par ren ran ran ver] k—dı rar g—k—1 
2 W°(a—(g—k)) (1 — I) 
(ek)? — alg— k?—b(g—k)—c al Zu 


Unter Berücksichtigung der Werte der Koeffizienten a, b und c aus (35) hat man dann 


W*g—k—dı+1) 


En)" S (DEM FE Iran TFT i—D 
-_ Wwi—2) 
(d—2)(g—k)+g—k+s:—S:- > TH T—1)( _—-5' 


woraus unmittelbar die Behauptung folgt. 


Im Falle zweier gleicher Wurzeln u und v bzw. einer Dreifachwurzel u von (35) 
führt an Stelle von &,= Au*+ Bv*+Cw* der Ansatz Ü,=(A + Bu) u’ + C 


bzw. &, = (A + Bu + Cu?) u“ zum selben Ergebnis. 


8. Schlußbemerkungen. Ausgangspunkt für die Ermittlung der durch unseren 
Satz gegebenen oberen Schranke ist die Größe d; = max (d,,...,d;). Die Menge aller 
Zahlen o, in deren g-adischer Entwicklung keine der Ziffern s,,...,s,; an den ersten n 
Stellen (mit n > 3) auftritt, enthält offenbar mindestens ein Intervall der Länge d; - g-*. 
Jene hierin enthaltenen Zahlen, deren g-adische Entwicklungen an der (n + 1)-ten Stelle 
keine der Ziffern s,,...,s; enthalten, bilden dann selbst wieder Intervalle der Längen 
d,:g"+®,...,d,‘g”"*», Werden diese gemäß ihrer Anordnung von links nach rechts 


entsprechend mit d, :g"+D,..., d,,  g(r+D) pezeichnet, so zeigte sich: 


1. Die gesamte Menge E},.,,, kann für beliebig großes n durch Intervalle 


e_ 
v(x4 . ass mit 1 <i<ß—A, ,—Bß+2<l <L, überdeckt werden. 





=? Ä 
»(&4) 
2. Jede solche Überdeckung führt zu der oberen Schranke 1? _ 
Sd,; 
i=t 


Bei der durch obigen Satz gegebenen oberen Schranke $S(r, r) kann über die Para- 
meter r und r innerhalb des Intervalles [4, k + 1] verfügt werden. Fürr=1,r=k+i 
us 


erhält man beispielsweise im Fall A den Wert $S(1,k +1) = Fr 
2 


Bei Spezialisierung auf 


k = 1 (allgemeine Cantorsche Diskontinua) ergibt sich 
4 \ 
(sg — 3 +: —s-‘1ı—1 -.—) 


(44) Sm We tnamıtn 


mit r und r aus dem Intervall [1, 2]. 
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Ist ®) s, = 0 und wählen wir r= 2 sowie r= 2, so erhält man aus (44) die Schranke 
von Best [1]. Ist s +1, so kann man durch eine Abschätzung zeigen, daß S(2, 1) eine 
schärfere Schranke liefert, daß also $(2, 1) < $(2, 2) gilt. Man hat beispielsweise: 


| = | 
s(2, 1) | 0,8983 | 0,8962 
s(2, 2) | 0,9041 0,9021 











Im Falle s = 0 erhält man aus (44) die Abschätzung S(2, 2) = Fer was mit dem 
von Best [1] explizit angegebenen Maß übereinstimmt. 


Gi —1 
6) Da aus Symmetriegründen s < uk vorausgesetzt werden kann, braucht der Falls=g— 1 nicht 


berücksichtigt zu werden. 
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Regelflächen im isotropen Raum. 
Von Walter O. Vogel in Karlsruhe. 


Einleitung. 


Unter einem isotropen Raum versteht man nach K. Strubecker!) einen drei- 
dimensionalen kartesischen Raum (z, y,z), dessen Bogenelementquadrat durch die 
quadratische Differentialform des Ranges zwei 


(1) ds? = dx? + dy? 


definiert ist. In diesem Raum können die Längen und Winkel auf Kurven und Flächen 
direkt dem Normalriß dieser Figuren auf die xy-Ebene, dem „Grundriß‘“, entnommen 
werden. Die das Bogenelementquadrat (1) invariant lassenden affinen Transformationen 
bilden eine siebengliedrige Gruppe G,. Nun haben zwei Punkte (x, y, z,) und (x, %, 23), 
deren Grundrisse sich decken, nach (1) verschwindenden Abstand. Und ebenso haben 
zwei Geraden z=ay, £=(0 und z=by, £=0, deren Grundrisse zusammenfallen, 
nach (1) verschwindenden Neigungswinkel. Man nennt s= 2, —z, die Spanne der 
Punkte, o = b— a die Sperrung der Geraden. Jene Affinitäten, welche außer dem Bogen- 
elementquadrat noch die Spanne zweier Punkte (oder die Sperrung zweier Geraden) 
invariant lassen, bilden eine sechsgliedrige Untergruppe der G,, nämlich 


X =a+xrcosp—ysing 
(2) G:iIy =b+xrsinpg+ycosp 
2 =c+c2% + 65% + 2. 
Man nennt die Bewegungen (2) die isotropen Bewegungen. Gegenüber diesen haben 
irgend zwei verschiedene Raumelemente (Punkt, Gerade, Ebene) mindestens eine nicht- 
verschwindende Invariante. Als Geometrie des isotropen Raumes J, im Sinne von 
F. Klein erklärt man die Invariantentheorie der Bewegungsgruppe G,;. Die Grundrisse 
der isotropen Bewegungen sind gewöhnliche ebene Bewegungen. Die Gruppe G, enthält 
für = eine fünfgliedrige invariante Untergruppe 
X«=a+r 
(3) G:jy'=b +y 
z =c+ar +0oYy+ 32, 
die Gruppe der sogenannten Grenzbewegungen des J;. Ihre Grundrisse sind gewöhnliche 
ebene Translationen. 
Die isotropen Bewegungen lassen in der Fernebene t = 0 das Geradenpaar 
.,[z +iy=0 ..[2—iy=0 
(4) if en il ‚a 


2) Von den zahlreichen Arbeiten K. Strubeckers über die Geometrie des isotropen Raumes und ihre An- 
wendungen sind nur die für diese Arbeit wichtigsten in das Literaturverzeichnis aufgenommen worden. 
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fest, welches man deshalb auch als das absolute Gerudenpaar des J, bezeichnet. Die Geraden (4) 
schneiden sich im Fernpunkt der z-Achse, dem sogenannten absoluten Punkt U des iso- 
tropen Raumes. 

Unter einer Regelfläche verstehen wir im folgenden eine einparametrige Schar von 
geraden Linien, die gewissen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen genügt 
und nicht in eine einzige Gerade ausgeartet ist. Während man im euklidischen A, 
drei Typen von Regelflächen kennt (Zylinderflächen, Kegelflächen, allgemeine Regel- 
flächen einschließlich Tangentenflächen), von denen jedem Typus ein besonderes 
System von Ableitungsgleichungen entspricht, hat man im J, fünf Typen zu unter- 
scheiden. Zu den Regelflächen vom Typus I gehören jene mit vollisotropen Erzeugenden 2). 
Die Typen II, III, IV, V liegen vor, wenn die Grundrisse der Erzeugenden in eine einzige 
Gerade zusammenfallen, parallele Geraden sind, ein ebenes Strahlbüschel mit eigent- 
lichem Zentrum bilden bzw. eine ebene Kurve einhüllen. Die einzelnen Typen unter 
scheiden sich auch in der Anzahl der in ihren Ableitungsgleichungen auftretenden Krüm- 
mungen. Die Flächen I, II besitzen eine Krümmung, die Flächen III, IV zwei Krüm- 
mungen und die Fläche V drei Krümmungen. Sind die Krümmungen als Funktionen 
eines invarianten Flächenparameters v vorgegeben, so ist die zugehörige Regelfläche bis 
auf isotrope Bewegungen (2) eindeutig bestimmt. Eine besondere Besprechung erfahren 
jene Regelflächen, deren Krümmungen alle oder teilweise konstant sind bzw. verschwinden. 


Sodann werden einige Beziehungen zur Flächentheorie des J, hergestellt. Zunächst 
werden die Asymptotenlinien der Regelflächen bestimmt und daran anschließend jene 
Regelflächen aufgestellt, deren Asymptotenstreifen (= Flächenstreifen längs den Asym- 
ptotenlinien) in gewissen ausgezeichneten Gewinden &,(20) liegen. Ferner werden die 
Relativkrümmung und die mittlere Krümmung berechnet und jene Regelflächen betrachtet, 
welche konstante Relativkrümmung bzw. verschwindende mittlere Krümmung (Minimal- 
regelflächen) haben. 

Die Flächen konstanter Relativkrümmung des isotropen Raumes haben in der 
affinen Differentialgeometrie die Bedeutung der sog. uneigentlichen Affinsphären. Es sind 
jene Flächen, deren Affinnormalen untereinander parallel sind. Den hier unter einem 
anderen Gesichtspunkt betrachteten Regelflächen konstanter Relativkrümmung ent- 
sprechen also in der Affingeometrie die geradlinigen uneigentlichen Affinsphären?). 

Auch den Flächen verschwindender mittlerer Krümmung kommt außerhalb der 
Geometrie des isotropen Raumes eine Bedeutung zu. Es sind die Integralflächen der 
Potentialgleichung Az(x, y) = 2: + 2 = 0%). Die hier betrachteten Minimalregelflächen 
stimmen also mit den geradlinigen Potentialflächen der Potentialtheorie überein. Zu 
erwähnen ist, daß es (anders als im R,) im J, zwei (reelle) Arten von Minimalregelflächen 
gibt, das hyperbolische Paraboloid mit vollisotroper Durchmesserrichtung und zwei 
Scharen von Geraden, deren Grundrisse aufeinander senkrecht stehen, und die isotrope 
Wendelfläche. 

Ein gewisses Interesse verdient, worauf ich hier nur hinweisen möchte, der folgende 
Zusammenhang zwischen den Regelflächen des J, und gewissen flächentreuen Trans- 
formationen der Ebene. Die dem isotropen Raum eigentümlichen Cliffordschen Paralle- 
lismen gestatten eine Abbildung der Flächenelemente des J, auf die Punktepaare einer 


2) Eine (komplexe) Gerade, die eine der beiden absoluten Geraden (4) trifft, heißt isofrop; eine Gerade, 
die beide absolute Geraden trifft, also durch U geht, heißt vollisotrop. Man nennt eine Ebene vollisotrop, falls sie 
durch eine der absoluten Geraden geht, isotrop, falls sie durch U geht. 

3) Vgl. J. Radon [1], W. Blaschke [3] S. 216ff., E. Salkowski [4] S. 185/86, K. Strubecker [6] S. 776/77 
und [11] S. 9. 

*) K. Strubecker [7] S. 423ff. und [10]. 
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Ebene. Die Bedeutung dieser sogenannten parataktischen Abbildung liegt darin, daß die 
Zuordnung zwischen den Punktepaaren der Ebene dann und nur dann eine (eigentlich) 
flächentreue Verwandtschaft darstellt, wenn die zugehörigen Flächenelemente einen Ele- 
mentverein im Sinne von S. Lie bilden, also die berührenden (zweidimensionalen) Element- 
vereine eines Punktes, einer Kurve oder einer Fläche sind®). Zu jeder flächentreuen 
Verwandtschaft der Ebene gehört ein bis auf Translationen in vollisotroper Richtung ein- 
deutig bestimmter Elementverein. 

Es zeigt sich nun, daß eine (reguläre) Regelfläche des isotropen Raumes, indem 
man die in der Bildebene gelegenen parataktischen Links- und Rechtsbilder der Flächen- 
elemente einander zuordnet, eine (eigentlich) flächentreue Verwandtschaft der Ebene ver- 
mittelt, bei welcher eine einparametrige Geradenschar einer dazu parallelen Geradenschar 
zugeordnet’ ist. Das heißt, jede Gerade der einen Schar ist zu der ihr entsprechenden 
Geraden der anderen Schar parallel. 

Umgekehrt kann jede der soeben beschriebenen flächentreuen Verwandtschaften 
der Ebene aufgefaßt werden als Zuordnung der parataktischen Links- und Rechtsbilder 
der berührenden Flächenelemente eines Punktes, einer Raumkurve oder einer Regel- 
fläche. Durch die Verwandtschaft sind Punkt, Raumkurve bzw. Regelfläche bis auf 
Translationen in vollisotroper Richtung eindeutig bestimmt. 


$ 1. Einteilung der Regelflächen des J;. 


Die einparametrige Schar von Geraden besitze eine Leitkurve 3(v), welche jede 
Gerade der Schar (= Erzeugende) in einem Punkt treffen möge. In den Punkten der 
Leitkurve ;(v) seien e(v) die Vektoren in Richtung der Erzeugenden. Dann hat die Regel- 
fläche die Darstellung 

(5) t(u, v) = 3(v) + ue(e). 

Wir unterscheiden fünf Typen von Regelflächen. Sind sämtliche Erzeugenden einer 
Regelfläche oder eines gewissen Teiles der Regelfläche vollisotrope Geraden, d. h. Geraden 
durch den absoluten Punkt U des J,, so nennen wir die Regelfläche oder den betreffenden 
Teil der Regelfläche vom Typus I. Um die übrigen Typen zu erhalten, denken wir uns die 
Erzeugenden einer Regelfläche aus dem absoluten Punkt U auf die xy-Ebene projiziert. 
Die Grundrisse sämtlicher Erzeugenden der Regelfläche oder eines gewissen Teiles der 
Regelfläche können 1) mit einer einzigen Geraden zusammenfallen, 2) parallele Geraden 
sein, >) durch einen festen (eigentlichen) Punkt gehen oder 4) eine Kurve umhüllen. Wir 
nennen eine Regelfläche oder einen gewissen Teil der Regelfläche vom Typus II, III, IV 
oder V, je nachdem die Grundrisse sämtlicher Erzeugenden der Regelfläche oder des 
betreffenden Teiles der Regelfläche die Eigenschaft 1), 2), 3) oder 4) besitzen. 

Zu derselben Einteilung gelangt man auch mittels des absoluten Treffgebildes einer 
Regelfläche. Unter diesem verstehen wir jenes ganz auf der Fläche gelegene lineare Gebilde 
(Punkt, Gerade, Ebene) höchster Dimension, welches mit jeder Erzeugenden mindestens 
einen Punkt gemeinsam hat und durch den absoluten Punkt U des J, geht. Das absolute 
Treffgebilde der Regelfläche I ist der Punkt U selbst und, falls die Erzeugenden nicht in 
einer Ebene liegen, nur dieser Punkt. Das absolute Treffgebilde der Regelfläche II ist 
eine Ebene durch U, eine isotrope Ebene. Die Regelfläche III besitzt als absolutes Treff- 
gebilde, falls die Erzeugenden nicht durch einen gemeinsamen Fernpunkt gehen, d.h. 
parallel sind, eine uneigentliche vollisotrope Gerade. Entsprechend hat die Regelfläche IV, 
deren Erzeugenden nicht durch einen gemeinsamen eigentlichen Punkt gehen, eine eigent- 
liche vollisotrope Treffgerade. Die Regelfläche V weist kein absolutes Treffgebilde auf. 


5) K. Strubecker [8] und [9]. 
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$ 2. Die Regelflächen vom Typus I und II. 


Die Regelfläche I ist eine Zylinderfläche mit lauter vollisotropen Erzeugenden. 
Von dieser kann man leicht die Ableitungsgleichungen angeben. Als Leitkurve in (5) 
nehmen wir zweckmäßig die Spurkurve der Fläche mit der Grundrißebene. Es ist nämlich 
die (euklidisch gemessene) Bogenlänge dieser Spurkurve ein invarianter Parameter v der 
Fläche. 

Der vollisotrope Erzeugendenvektor e(v) sei so normiert, daß er die Spanne Eins 
hat: e=b. Das die Fläche längs der Leitkurve begleitende Dreibein werde von dem 
Erzeugendenvektor e=b, dem Tangenteneinheitsvektor t=3'(v), t?=1, der Leit- 
kurve und dem Einheitsvektor n = [et] gebildet. Um die Ableitungsgleichungen der 
Fläche I anzugeben, brauchen wir zu den Ableitungsgleichungen der (ebenen) Leitkurve 
nur noch die Gleichung e’ = o hinzuzufügen: 


(6) 


Es ist x die (gewöhnliche) Krümmung der (ebenen) Spurkurve. Wir nennen sie auch die 
Krümmung der Regelfläche I. Ist die Krümmung x(v) als Funktion des (invarianten) 
Parameters v vorgegeben, so ist die zugehörige Regelfläche bis auf isotrope Bewegungen (2) 
eindeutig bestimmt. So erhält man für x = const + 0 die Drehzylinder mit vollisotroper 
Drehachse, für x = 0 die ebenen Parallelstrahlbüschel in vollisotroper Richtung. 

Die Regelfläche II wird von einer Geradenschar gebildet, deren (nichtvollisotrope) 
Geraden in einer isotropen Ebene liegen. Wir wollen die Ableitungsgleichungen dieser 
Geradenscharen aufstellen. Im allgemeinen hüllen die Erzeugenden eine in der isotropen 
Ebene gelegene Kurve ein. Ist dies der Fall, so beziehen wir die Ableitungsgleichungen 
auf diese Hüllkurve als Leitkurve 3(v) und verwenden als Parameter v der Fläche die 
(im isotropen Sinne gemessene) Bogenlänge dieser Leitkurve. 

Zu den Vektoren des die Fläche längs der Leitkurve begleitenden Dreibeins rechnen 
wir zunächst den Erzeugendeneinheitsvektor e=t=3'(v), ferner den zur isotropen 
Ebene normalen Einheitsvektor n = [be] und den vollisotropen Vektor b der Spanne 
Eins. Ist e die Projektion des Vektors e aus dem absoluten Punkt U auf die xy-Ebene, 
so gelte also e®= 1. Die Ableitungsgleichungen haben die einfache Gestalt 


e’ = «*b 
(7) Il: 0 
D. 


Die Krümmung x* ist die sog. Ersatzkrümmung®) der in einer isotropen Ebene gelegenen 
Leitkurve. Sie soll auch die Krümmung der Fläche II heißen. Ist die Krümmung x*(v) 
als Funktion des Parameters v gegeben, so ist die Geradenschar bis auf isotrope Bewegungen 
(2) eindeutig bestimmt. So erhält man etwa für x* = const + (0 die Tangentensysteme 
von parabolischen Kreisen®). #* = 0 liefert als Leitkurve eine Gerade. Alle Erzeugenden 
fallen mit einer Geraden zusammen. 

Zu den Flächen II gehören auch jene, bei denen die Hüllkurve der Erzeugenden in 
einen eigentlichen Punkt bzw. in einen Fernpunkt ausgeartet ist. Als Geradenmannig- 








%) Lautet die Kurve in der isotropen Ebene z = z(z), y= (0, so ist die Ersatzkrümmung x* = 2’ (v). 
x* = const liefert die Kurven z= } x*2? + c,2 + c,, sog. parabolische Kreise. Vgl. K. Strubecker [5] S. 9/10. 
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. faltigkeiten stellen diese Regelflächen Strahlbüschel in isotropen Ebenen bzw. Parallel- 
strahlbüschel in isotropen Ebenen dar’). 


$ 3. Die Regelflächen vom Typus III. 


1. Die Ableitungsgleiehungen. Die Regelflächen III sind Flächen, deren Erzeugende 
in parallelen (verschiedenen) isotropen Ebenen liegen (Zylinderflächen bzw. konoidale 
Regelflächen mit uneigentlicher vollisotroper Treffgerade). Zur Darstellung einer solchen 
Fläche nach (5) verwenden wir zweckmäßig eine sogenannte Orthogonaltrajektorie der Er- 
zeugenden als Leitkurve. Das ist eine Flächenkurve, deren Grundriß, eine Gerade, die 
(parallelen) Grundrisse der Erzeugenden senkrecht schneidet. Die (im isotropen Sinne 
gemessene) Bogenlänge v der Leitkurve ist dann nämlich ein invarianter Parameter der 
Fläche III. Bei geeigneter Wahl®) des Koordinatensystems (x, y,z) können wir die 
Fläche III in der Form anschreiben: 


(8) £(u, v) = 3(v) + ue(o) = u 
= f(v) + ug(o). 


Das die Fläche längs der Leitkurve begleitende Dreibein denken wir uns von dem 
Erzeugendenvektor e, für den e®=1 gelte, ferner von dem Tangenteneinheitsvektor t 


der Leitkurve, für den t? = 1, te = 0 gilt, sowie von dem vollisotropen Vektor b der 
Spanne Eins aufgespannt. Dabei werde’so orientiert, daß die Vektoren e, t, b (in dieser 
Reihenfolge) ein Rechtssystem bilden, d.h. 


(9) [etb] = [etb] = 1. 


Die Ableitungsgleichungen der Regelflächen III lauten dann?) 


76 
(10) x*b 
D. 


Wir nennen A und x* die Krümmungen der Fläche III, A speziell auch den Drall der 
Regelfläche. 

Diese haben die folgenden geometrischen Bedeutungen: Es ist x#* die sog. Ersatz- 
krümmung®) der in einer isotropen Ebene gelegenen Leitkurve. Der Drall A ist der Grenz- 
wert, dem der Quotient, gebildet aus der Sperrung As und dem Abstand Av zweier Er- 
zeugenden !°), bei verschwindendem Av zustrebt: 


(11) ) = lim Mir. 

dı—0 Av 

?) Diese Geradenscharen genügen/nicht den Ableitungsgleichungen (7), sondern anderen Gleichungen, die 
hier aber nicht aufgestellt sind. Als invarianten Parameter v kann man bei den Strahlbüscheln die Sperrung 
der Geraden, bei den Parallelstrahlbüscheln die (in vollisotroper Richtung zu messende) Spanne der Geraden 
verwenden. In den Ableitungsgleichungen dieser Geradenscharen treten keine Krümmungen auf. Jedes Strahl- 
büschel bzw. Parallelstrahlbüschel in einer isotropen Ebene ist bis auf isotrope Bewegungen eindeutig bestimmt. 

8) Zu bemerken ist, daß zwar der Parameter v, wie auch bei den Flächen ], nicht aber die Leitkurve selbst 
invarianten Charakter hat. 

9) Jeder Flächenstreifen der Fläche III längs einer Leitkurve ist ein sog. geodätischer Streifen. Die Glei- 
chungen (10) können daher auch als Ableitungsgleichungen dieses geodätischen Flächenstreifens angesehen werden. 
Es ist dann x* die Normalkrümmung, A die geodätische Windung des geodätischen Streifens. Vgl. [8] S. 37. 

10) Sinde=ay+b,2=c,unda=cy+d,xz= c, zwei Geraden mit parallelen Grundrissen, so bezeichnet 
man als ihren Abstand den Wert v = c, — ce, und als ihre Sperrung den Werts = ec — a. Vgl. [5] S. 7/8. 
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Zwischen den Funktionen g(r), f{v) in (8) und den Krümmungen #(v), #*(v) in (10) 
bestehen, wie man leicht bestätigt, die Beziehungen 


{ iv) = g'(v) 
”*(v) = flv). 


Sind die Krümmungen A(v), x*(v) als Funktionen des Parameters v vorgegeben, 
so ist die zugehörige Regelfläche bis auf isotrope Bewegungen eindeutig bestimmt. Die 
Krümmung x* ist im Gegensatz zum Drall A von der Wahl der Orthogonaltrajektorie 
abhängig. Es sei x*(v,c,) die zur Leitkurve u = c, = const gehörige Krümmung, 
x*(v, Cs) die zur Leitkurve u = c, = const gehörige Krümmung. Dann gilt 

di 


(13) ”*(v, 65) _ ”*(v, cı) + (Ce, — cı) 4 (v), ru un Av ' 


(12) 


Haben zwei Regelflächen III denselben Drall A(v), während ihre Krümmungen x*(v) bis 
auf cA’(v), e=const #0, übereinstimmen, so können sie durch eine isotrope Be- 
wegung ineinander übergeführt werden (wobei dann allerdings die Leitkurven nicht in- 
einander übergehen). 

Im folgenden betrachten wir Flächen III, deren Krümmungen alle oder teilweise 
verschwinden oder konstant sind. Einen besonders einfachen Vertreter von Flächen, die 
dieselben (hier teilweise verschwindenden bzw. konstanten) Krümmungen A(v), x*(v) 
haben, bezeichnen wir dabei als die Normalform dieser Flächen. Wir erhalten diese 
Normalform, aus der alle anderen Flächen mit denselben Krümmungen durch isotrope 
Bewegungen entstehen, indem wir nach (12) zu den vorgegebenen A(v), x*(v) besonders 
einfache Lösungen g(v), f(v) ermitteln und diese Lösungen in die Flächengleichung (8) 
einsetzen. 


2. Die Regelflächen III verschwindenden Dralls A. Betrachten wir zunächst die 
Fläche 111. 1, für die A = 0, x* = 0 gelte. Ein spezielles Lösungspaar g, f der Differential- 
gleichungen (12) ist dann g= (0, f=- 0. Damit wird nach (8) 


(14) = 


Die Normalform der Fläche Ill. 1 ist die xy-Ebene. Entsprechend setzen wir bei der 
Fläche III. 2, für die A=(0, x* = const #0 gelte, nach (12) g=0 und f=} »*v*. 
Wenn man noch v durch x ersetzt, erhält man nach (8) 


(15) 


Die Normalform der Fläche III. 2 ist ein parabolischer Zylinder mit horizontaler Er- 
zeugendenrichtung. 

Die allgemeine Fläche III verschwindenden Dralls A, die Fläche III.3 (A =, 
x* beliebig) hat die Normalform 


(16) z= f(x). 


Dabei sei f(v), v= x, jene Lösung der Differentialgleichung f’’(v) = x*(v), welche den 
Anfangsbedingungen f(0) = 0, f'(0) = 0 genügt. Die Fläche (16) stellt einen allgemeinen 
Zylinder mit horizontaler Erzeugendenrichtung dar. 


Die Flächen III. 1, III. 2, III. 3 selbst, die aus ihren Normalformen durch isotrope 
Bewegungen entstehen, sind also Parallelstrahlbüschel in nichtisotropen Ebenen, Zylinder- 
flächen durch sog. parabolische Kreise®) und allgemeine Zylinder mit nichtisotropen Er- 
zeugenden. 
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3. Die Regelflächen III konstanten (nichtverschwindenden) Dralls A. Zu diesen 
Flächen gehören zunächst die Flächen III.4(A = const +0, #x* =0) und III.5(4 =const +"), 
#* = const #0). Um die Normalformen zu erhalten, setzen wir nach (12) g = Av un 
f=0 bzw. f=}% x* v®, ferner u=y und v=r. Das liefert nach (8) 

(17) 2 = Ary 
bzw. 

(18) z=4 x*2? + Aıy. 


Die Flächen IIl.4 und I1l.5 sind hyperbolische Paraboloide mit vollisotroper Durch- 
messerrichtung. Es sind die Regelflächen konstanter Relativkrümmung K mit zwei Scharen 
von Erzeugenden !!). Sie entstehen durch Cliffordsche links- bzw. rechtsseitige Schiebungen 
ihrer geradlinigen Erzeugenden aneinander ?). Bei den Flächen III. 4 stehen die beiden 
Scharen von Erzeugenden überdies (im isotropen Sinne) aufeinander senkrecht. 

Die Normalform der allgemeinen Fläche III konstanten Dralls, der Fläche III. 6 
(A = const + 0, x* beliebig), lautet 


(19) z= f(x) + Aay. 
Dabei sei f(v), v= x, jene Lösung der zweiten Differentialgleichung von (12), welche 
den Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f’(0)= 0 genügt. Die Flächen III.6 sind die 
allgemeinen Regelflächen konstanter Relativkrümmung "). 

Die Gewinde 

(20) G.: da = Adx + Bdy + C(xdy — ydı) 


sind, wie man leicht nachweist, dadurch ausgezeichnet, daß sie (und nur sie) dem ab- 
soluten Punkt U die Fernebene, die sog. absolute Ebene, zuordnen. Man nennt ein solches 
Gewinde &, für C > 0 auch ein rechtsgewundenes, für C < 0 ein linksgewundenes Gewinde. 
Eine Regelfläche, deren sämtliche Erzeugenden in (mindestens) einem Gewinde ©, 
liegen, bezeichnen wir als Gewindefläche. Die Komponenten (e,, €, €;) des Erzeugenden- 
vektors e einer solchen Fläche genügen dann nach (20) der Beziehung 


(21) e,= Ae, + Be, + C(xez, — ye,); A, B, C = const. 


Wir wollen annehmen, die Regelfläche III habe die Darstellung (8) und sei eine Gewinde- 
fläche. Es ist dann e, = (0, = 1, e;, = g(v) und nach (21) 


(22) g(v)=B-+Cir, 


d. h. wegen (12) aber A(v) = g’(v) = C = const. Auch die Umkehrung gilt. Aus A = const 
folgt nämlich das Bestehen der Gleichungen (22) und (21), welche besagen, daß die 
Fläche (8) eine Gewindefläche ist. Übrigens liegen die Erzeugenden einer Gewindefläche 


1) Vgl. diese Arbeit $ 6. 2. 
12) Die Cliffordschen Schiebungen, kurz C-Schiebungen, haben die Darstellung 
“=a+rxr 
{y23 +y 
’=c+cCbz:— (ay-+2. 
Je nachdem C > 0 oder € < 0 ist, nennt man die Schiebungen rechtsseitige bzw. linksseitige Schiebungen. Die zu 
festem C gehörigen C-Schiebungen bilden eine dreigliedrige Untergruppe @G, der Gruppe G, von Grenzbewegungen. 


Die volle Gruppe G, erhält man, indem man eine Gruppe @, von + C-Schiebungen mit einer Gruppe G, von — C- 
Schiebungen (C = const) zusammensetzt: 


6, = 650,. 
Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen den Cliffordschen Schiebungen und den Gewinden (20): Jedes 


Gewinde ©, gestattet an Grenzbewegungen alle — C-Schiebungen, jedes Gewinde ®__, gestattet an Grenz- 
bewegungen alle + C-Schiebungen und nur diese. Vgl. [6] S. 745/46 und 750/51. 
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vom Typus III in oo! Gewinden &,, nämlich in allen Gewinden, welche die krumm- 
linigen Asymptotenlinien enthalten bzw., falls beide Scharen von Asymptotenlinien 
geradlinig sind, die Flächenstreifen längs jenen geradlinigen Asymptotenlinien enthalten, 
die keine Erzeugenden sind '!). 


Zu den Gewindeflächen des Typus III gehören also die Flächen verschwindenden 
Dralls A= 0, Flächen, deren Erzeugende in Gewinden ®, liegen, sowie die Flächen 
konstanten (nichtverschwindenden) Dralls A = const, das sind Flächen, deren Erzeugende 
in Gewinden ®; liegen, und nur diese. 


4. Die Regelflächen III verschwindender bzw. konstanter (nichtverschwindender) 
Krümmung x*. Zu diesen gehören die bereits besprochenen Flächen III. 1, III. 4, III. 2 
und III.5. Die allgemeinen Flächen III verschwindender bzw. konstanter Krümmung 
bezeichnen wir mit III. 7 (A beliebig, #«* = 0) bzw. III.8 (A beliebig, #* = const #0). 
Die ersteren sind Regelflächen, deren Erzeugenden eine uneigentliche vollisotrope und 
eine eigentliche nicht vollisotrope Treffgerade, die (im isotropen Sinne) auf den Erzeugen- 
den senkrecht steht, besitzen. Die letzteren haben eine uneigentliche vollisotrope Treff- 
gerade und einen parabolischen Treffkreis, dessen Grundriß auf dem Grundriß der Er- 
zeugenden senkrecht steht. 


$ 4. Die Regelflächen vom Typus IV. 


1. Die Ableitungsgleiehungen. Die Regelflächen IV sind Flächen, deren Erzeugende 
durch einen festen Punkt gehen (Kegelflächen) bzw. eine eigentliche vollisotrope Treff- 
gerade haben (Konoide mit vollisotroper Treffgerade). Die Grundrisse der Erzeugenden 
einer Fläche IV bilden ein ebenes Strahlbüschel mit einem eigentlichen Zentrum. Der 
(im isotropen Sinne gemessene) Winkel, den die Erzeugenden mit einer festen Erzeugenden 
einschließen !°), ist ein invarianter Parameter v der Fläche. Als Leitkurve 5(v) verwenden 
wir die vollisotrope Treffgerade der Erzeugenden. 


Ist der Erzeugendenvektor e ein Einheitsvektor, so gilt dasselbe nach Wahl unseres 
Parameters v auch für e’, d.h. e®= 1, e’?=1. Wir setzen e' = n. Das längs der Leit- 
kurve (die auch in einen Punkt ausgeartet sein kann) die Fläche begleitende Dreibein 
denken wir uns von den Vektoren e, n, b aufgespannt, wobei [enb] = 1 sei. Für 3'(v) 
schreiben wir t(v). Dann lauten die Ableitungsgleichungen: 


er> n 


(23) ee 
b’ = 
ge Ab. 


Die darin auftretenden Krümmungen A, v der Fläche haben folgende geometrische 
Bedeutungen: A ist der Grenzwert, dem der Quotient, gebildet aus der Lotspanne As 
und dem Winkel Av zweier Erzeugenden !?), bei verschwindendem Av zustrebt: 


(24) u u. 


4dv—0 4v 


2) Sindze=ay,z=0undz=«ay+ ß,2 = yy zwei Geraden, deren Grundrisse sich im Punkte (z, y) = (0, 0) 
schneiden, so beträgt die Lotspanne der Geraden s = ß und der Winkel v = arctg y. Vgl. [5] S. 7. 


26° 
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. v(v) ist die (isotrope) konische Krümmung ''*) des sog. Erzeugendenrichtkegels. Dieser Kegel 
entsteht, falls A(v) +0, indem man die Erzeugenden so (euklidisch) parallel verschiebt, 
bis sie durch einen festen Punkt gehen. Für A = 0 stimmt der Erzeugendenrichtkegel mit 
der Fläche überein. 

Sind die Krümmungen A(v), v(v) als Funktionen des Parameters v® gegeben, so 
ist die zugehörige Regelfläche bis auf isotrope Bewegungen eindeutig bestimmt. 


2. Die Regelflächen IV verschwindenden Dralls A. Bei geeigneter Lage des Koordi- 
natensystems (x, y, 2) kann man die Fläche IV in der Form ansetzen: 


= u cos v 
(25) £(u, v) = 3(v) + ue(v), d.h. y= u sin v 
| 2=flv) +ugle). 


Zwischen den Funktionen f(v), g(v) und den Krümmungen A(v), »(v) in (23) bestehen die 
Beziehungen 


(26) paar 
v(v) = g(v) + 8" (v). 


Wir betrachten zunächst die Flächen IV. 4 und IV.2, für die = (0, v = 0 bzw. 
A=(0,v= const #0 gelte. Ein spezielles Lösungspaar der Differentialgleichungen (26) 
bilden f=0, g=0 bzw. f=(0, g= v= const. Setzt man diese Werte in (25) ein, so 
erhält man 

(27) z=0 
bzw. 

(28) 2= vVa? + y8. 


Die Normalform der Fläche IV.1 ist die xy-Ebene, die Normalform der Fläche IV. 2 
ein Drehkegel mit vollisotroper Drehachse. Die Fläche IV.1 bzw. IV.2, die aus ihrer 
zugehörigen Normalform durch eine isotrope Bewegung entsteht, stellt ein Strahlbüschel 
mit eigentlichem Zentrum in einer nichtisotropen Ebene bzw. eine Kegelfläche dar, deren 
Erzeugenden gegen eine Schar paralleler Ebenen die feste Neigung (Böschung) v be- 
sitzen !5). 

Die Flächen IV.3 (A = 0, » beliebig) sind die allgemeinen Kegelflächen. 


3. Die Regelflächen IV konstanten (niehtverschwindenden) Dralls A. Nehmen wir 
zunächst die Flächen IV. 4 (A = const #0, » = 0) und IV.5 (A = const #0, » = const +0) 
vorweg. Als Normalformen erhalten wir, indem wir nach (26) f(v)= Ar, g=0 bzw. 
f{v) = Av, g= v = const setzen, 


(29) z= Aarctg 7 
bzw. 
(30) 2 = Aarctg = +» Va: + y?. 


14) Ist x(v) eine Raumkurve der Krümmung x = 1, so ist die Torsion r der Kurve gleich der konischen 
Krümmung » des zugehörigen Tangentenrichtkegels (wobei dieser entsteht, indem man die Tangenten so weit 
parallel verschiebt, bis sie durch einen festen Punkt gehen). Diese sowohl im A, als auch im J, gültige Beziehung 
erlaubt durch Umkehrung eine Deutung der konischen Krümmung eines Kegels. Die Kurven «= 1 sind dabei 
im J, besonders einfach. Ihre Grundrisse sind Kreise vom Radius Eins. Zur Krümmung und Torsion der Raum- 
kurven des isotropen Raumes vgl. [5] S. 16. 

15) Lautet die Gleichung der Ebene z2= ay +bxz-+ c und die der Geraden 2= ay, z= 0, so beträgt 
die Neigung (oder Böschung) der Geraden gegen die Ebene v»= a — a. Vgl. [5] S. 8. 
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Die Gleichung (29) stellt eine Wendelfläche, die Gleichung (30) eine scharfgängige Regel- 
schraubfläche mit vollisotroper Schraubachse dar. Wir nennen die daraus durch isotrope 
Bewegungen entstehenden Flächen, die Flächen IV.4 und IV.5, deshalb auch isotrope 
Wendelflächen bzw. isotrope scharfgängige Regelschraubflächen (mit vollisotroper Schraub- 
achse). 

Bei der Fläche IV.6 (A = const #0, » beliebig) ist die (im Grundriß gemessene) 
Winkelgeschwindigkeit der Erzeugenden zur Schubgeschwindigkeit des Treffpunktes der 
Erzeugenden auf der vollisotropen Treffgeraden proportional. 

Unter einem Erzeugendenstreifen verstehen wir den Flächenstreifen längs einer 
Erzeugenden. Wir wollen zeigen, daß die Erzeugendenstreifen einer Regelfläche IV dann 
und nur dann alle zueinander (im isotropen Sinne) kongruent sind, wenn die Fläche konstanten 
Drall } hat. 

Jeder Erzeugendenstreifen ist ein spezieller geodätischer Streifen. Bedeutet t den 
Tangenteneinheitsvektor der Streifenkurve, s ihre Bogenlänge, den Einheitsvektor der 
Streifenseitentangente, wobei also 9? =1, yt = ist, und b den vollisotropen Vektor 
der Spanne Eins, so lauten die Ableitungsgleichungen des geodätischen Streifens 1%) 

(31) = bb, = ab, 2=o 
Man nennt a die geodätische Windung, b die Normalkrümmung des geodätischen Streifens. 
In unserem Falle ist die Erzeugende die Streifenkurve, also t=e unds= u. Für den 
Seitenvektor 4) findet man 


(32) y= - b+n. 
Der Erzeugendenstreifen hat die geodätische Windung a = — 5 und verschwindende 


Normalkrümmung b = 0. Zwei geodätische Streifen können dann und nur dann durch 
eine isotrope Bewegung zur Deckung gebracht werden, wenn sie in entsprechenden 
Punkten der Streifenkurve dieselben Krümmungen a,b haben. Daher kommen zwei 
Erzeugendenstreifen, deren Normalkrümmungen verschwinden, dann und nur dann zur 
Deckung, wenn in entsprechenden Punkten der Erzeugenden dieselbe geodätische Win- 
dung a vorliegt. Die Erzeugendenstreifen einer Fläche sind also zueinander kongruent, 
falls die Fläche konstanten Drall hat. Dabei darf auch A = 0 sein; die Erzeugendenstreifen 
sind dann ebene Streifen und sicher zueinander kongruent. Aber auch die Umkehrung 
gilt. Jede isotrope Bewegung führt eine isotrope Ebene wieder in eine isotrope Ebene 
über. Die Tangentenebenen der Fläche längs der vollisotropen Treffgeraden sind isotrope 
Ebenen. Die Bewegung, die zwei Erzeugendenstreifen zur Deckung bringt, ist also eine 
solche, welche den Treffpunkt der einen Erzeugenden auf der vollisotropen Treffgeraden 
in den Treffpunkt der anderen Erzeugenden überführt. Es muß daher in jenen Punkten 
der beiden Erzeugenden dieselbe geodätische Windung vorliegen, welche zum selben 
Flächenparameter u gehören. D. h. die notwendige Bedingung dafür, daß alle Erzeugenden- 
streifen einer Fläche zueinander kongruent sind, ist A = const. 


4. Die Regelilächen IV verschwindender bzw. konstanter (nichtverschwindender) 
konischer Krümmung v. Dazu gehören zunächst die Flächen IV.1, IV.4, IV.2 und IV.5, 
deren Normalformen die Grundrißebene, eine Wendelfläche, ein Drehkegel und eine 
scharfgängige Regelschraubfläche (alle mit vollisotroper Dreh- bzw. Schraubachse) sind. 


16) Vgl. [8] S. 37. 
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. Wir betrachten jetzt noch IV.7 (4 beliebig, » = 0) und IV. 8 (A beliebig, » = const #0). 


m jene Lösung der ersten 
Differentialgleichung von (26) sei, die der Anfangsbedingung (0) = 0 genügt, 


Die zugehörigen Normalformen lauten, wobei f(v), v = arctg 


(33) z= f(aretg e 
bzw. 
(34) z= Flaretg2) Be vVa: + y?. 


Die Erzeugenden der Fläche (33) sind horizontale Geraden, die der Fläche (34) 
sind Geraden fester Neigung » gegen die Grundrißebene. Die aus (33) durch isotrope 
Bewegung entstehende Fläche IV.7 ist also eine Regelfläche, deren Erzeugenden (durch 
eine eigentliche vollisotrope Treffgerade gehend) in parallelen Ebenen liegen (uneigent- 
liche nicht vollisotrope Treffgerade); die Fläche IV.8 ist dadurch ausgezeichnet, daß 
die Erzeugenden (ebenfalls durch eine eigentliche vollisotrope Treffgerade gehend) gegen 
eine Schar paralleler Ebenen eine feste Neigung (Böschung) » aufweisen !). 

Man kann leicht zeigen, daß die Flächen » = 0 und nur diese Gewindeflächen vom 
Typus IV sind. Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, die Fläche habe die Darstellung 
(25) und sei eine Gewindefläche. Es ist dann e = (e,, €, 65) = (cosv, sin v, g(v)) und 
wegen (21) 

(35) g(v)=Acosv + Bsinv; A, B= const. 


Da aber nach (26) »(v) = g(v) + g”(v) ist, ist »(v) = 0. Umgekehrt kann von »(v) = 0 
auf das Bestehen der Gleichung (35) geschlossen werden, welche besagt, daß alle Er- 
zeugenden in einem Gewinde liegen. Übrigens liegen sämtliche Erzeugenden einer solchen 
Fläche sogar in ©! Gewinden ®,, nämlich in allen Gewinden (20), die durch die 
(parallelen) Flächenelemente 2 = 0, y=0, d2a= Adr + Bdy gelegt werden können. 


$ 5. Die Regelflächen vom Typus V. 


1. Die Ableitungsgleichungen. Regelflächen, die keine Zylinder-, Kegel- oder 
Tangentenflächen von ebenen oder Raumkurven sind, nennen wir wie üblich windschiefe 
Regelflächen. Bei den Tangentenflächen bezeichnen wir gelegentlich die Hüllkurve der 
Erzeugenden als Gratlinie oder Kehllinie.. Um die Kehllinie bei windschiefen Regel- 
flächen zu erhalten, gehen wir von der folgenden Überlegung aus. Verschiebt man eine 
Erzeugende g auf einer windschiefen Regelfläche so, daß sie stets der Erzeugendenschar 
angehört und sich dabei beliebig einer festen Erzeugenden e nähert, so strebt der auf e 
gelegene Fußpunkt des Gemeinlotes von e und g einer bestimmten Grenzlage zu, dem 
sogenannten Kehlpunkt oder Striktionspunkt der Erzeugenden e. Das Gemeinlot zweier 
Geraden e und g, die nicht in derselben oder in parallelen isotropen Ebenen liegen (solche 
Geraden bilden die Erzeugenden einer windschiefen Regelfläche des Typus V), ist im 
Sinne der isotropen Geometrie die vollisotrope Treffgerade der beiden Erzeugenden !?). 
Rückt g gegen e, so geht die von der Treffgeraden und der Erzeugenden e aufgespannte 
Ebene in die Tangentenebene der windschiefen Regelfläche über. 

Der Grundriß der Kehllinie einer Regelfläche V ist die Hüllkurve des Grundrisses der 
Erzeugenden. Bei einer windschiefen Regelfläche V ist die Kehllinie auch der geometrische 
Ort jener Punkte, in denen die Fläche isotrope Tangentenebenen hat. 





17) Vgl. [5] 8.7. 
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Als invarianten Flächenparameter v verwenden wir im folgenden die Bogenlänge 
der Kehllinie. Das längs der Kehllinie die Fläche begleitende Dreibein denken wir uns 
von den Vektoren e (Einheitsvektor in Richtung der Erzeugenden), n (Einheitsvektor in 
Richtung e’) und b (vollisotroper Vektor der Spanne Eins) gebildet. Die Vektoren e, n, b 
mögen in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. t sei der Tangenteneinheitsvektor 


! 


t= 3’ der Kehllinie. Die Ableitungsgleichungen lauten dann 


[e' - an 
= — xe + rb 
36 V: 
(0) bi’ = ) 
t = € + ob. 


Dabei darf, da die Kehllinie keine Kurve in einer isotropen Ebene ist, stückweise x + 0 
vorausgesetzt werden. 


Wir nennen A = — den Drall der Fläche. Ist As die Lotspanne und Ay der Winkel 


zweier benachbarter Erzeugenden !?), so gilt 


As 
(37) = lim —. 
49—0 4p 
Die Tangentenflächen t = e sind durch verschwindenden Drall gekennzeichnet !®). 


Den Erzeugendenrichtkegel erhält man in derselben Weise wie bei den Flächen IV 
Es ist » = — die konische Krümmung dieses Erzeugendenrichtkegels. 


Wir bezeichnen r als Torsion, o als Striktion der Regelfläche V. Die Krümmung x 
der Regelfläche ist gleich der Krümmung der Kehllinie, d.h. gleich der gewöhnlichen 
Krümmung des Grundrisses der Kehllinie. Die Torsion !®) r der Kehllinie berechnet sich 
aus Krümmung x, Torsion r und Striktion o der Regelfläche gemäß 

(38) T=x%0+T+ (&) i 

\* 
wo der Akzent die Ableitung nach v kennzeichnet. 

Sind die Krümmungen x(v), r(v), o(v) als Funktionen des Parameters v gegeben, 
so ist die zugehörige Regelfläche V bis auf isotrope Bewegungen (2) eindeutig bestimmt. 

2. Die Regelflächen V verschwindender Torsion 7. Die Einheitsvektoren e der 
Erzeugenden genügen nach (36) der Differentialgleichung 

(39) ze’ — ve + ade rar; “+. 

Ist r=(, so liegen die in einem festen Punkt angehefteten Vektoren e in einer Ebene. 
Gilt außerdem noch o = 0, so liegen die Erzeugenden selbst in einer Ebene: Tangenten- 
system einer ebenen Kurve V.1. Die Fläche V.2 (r=0, o = const #0) ist eine Regel- 
fläche, deren Erzeugende in parallelen (nichtisotropen) Ebenen liegen und die Kehl- 


linientangenten unter fester Sperrung schneiden. Für die konische Krümmung — der 
Kehllinie berechnet man nach (38) 


(40) 


= 0 = const. 
%). 
18) Für A= 0, t= e gehen die Gleichungen (36) in die Ableitungsgleichungen der Gratlinie der Tangenten- 
fläche über. Es ist dann x die Krümmung, ı die Torsion der Gratlinie. Zur Definition von Krümmung und 


Torsion einer Raumkurve im isotropen Raum vgl. [5] S. 16. 
10) Vgl. [5] S. 25. 


xılaı 


-_ 


Die Kehllinie ist eine Böschungslinie 
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Die Flächen V.3 (r = 0, o beliebig) sind die allgemeinen konoidalen Regelflächen, 
d.h. Flächen, deren Erzeugende in parallelen (nichtisotropen) Ebenen liegen. 


3. Die Regelflächen V konstanter (niehtverschwindender) Torsion r. Wir zeigen 
zunächst, daß die Flächen r = const mit den Gewindeflächen des Typus V überein- 
stimmen. Für die Komponenten (e,, €, 3) des Erzeugendeneinheitsvektors einer Gewinde- 
fläche gelten die Gleichung (21) sowie die durch Ableitung von (21) nach v entstehenden 
Gleichungen, die, falls z(v), y(v) die Koordinaten des Grundrisses der Kehllinie und : 
die Bogenlänge dieser Kehllinie bedeuten, lauten 


(41) eg = Ae, + Be +Clxe — ye) 
und 
(42) & =Ae +Be + C(zeg — ya) + Cl — &0). 
Beachtet man noch, daß e,e; — e,e} = x ist, so erhält man für den Wert der Determinante 
ae e| 
(43) fee’e”] -|6 5 5 \=Cm. 
4.45 & | 


Andererseits folgt aus den Ableitungsgleichungen (36) 
(44) [ee’e’]= rx:. 


Also muß r= (= const sein. Auch die Umkehrung gilt. Die Gewindeflächen vom 
Typus V sind die Flächen konstanter Torsion r und nur diese. Die Erzeugenden einer 
solchen Fläche liegen in einem Gewinde ©,. 

Wählt man speziell o = 0, so erhält man eine Tangentenfläche, welche nach (38) 
die konstante Torsion r= r hat. Aus dem obigen Ergebnis folgt sofort der bekannte 
Satz?°), daß eine Kurve dann und nur dann Gewindekurve ist, wenn sie konstante Torsion hat. 


Wir nennen die Tangentenflächen (7 = const #0, o=0) vom Typus V.4. Die 
Fläche V.5 (r = const #0, o = const #0) ist eine Regelfläche, deren Erzeugende in 
einem Gewinde ©, liegen und die Kehllinientangenten unter fester Sperrung schneiden. 
Zwischen der Krümmung x und der Torsion r der Kehllinie besteht die Beziehung 


54 5 
5 _— — == 
(45) r* : =. 


Die Kehllinie ist eine Bertrand- Kurve *?). 

Nach (38) sind die Kehllinien der Flächen V. 4 und V. 5 dann und nur dann (isotrope) 
Schraublinien ?®), d.h. Kurven, für die «= const, T = const gilt, falls x = const ist. 
Die Normalform der Fläche V.4 mit x = const stellt eine Schraubtorse (= Tangenten- 
fläche einer Schraublinie), die Normalform der Fläche V.5 mit x = const eine schiefe 
offene Regelschraubfläche (beide mit vollisotroper Schraubachse) dar. 


4. Die Regelflächen V verschwindender bzw. konstanter (nichtverschwindender) 
Striktion o. Die noch nicht besprochenen Flächen dieser Art sind V.7 und V.8, für die 
t beliebig, o = 0 bzw. r beliebig, o = const +0 sei. Die ersteren sind die allgemeinen 
Tangentenflächen, die lezteren die allgemeinen Regelflächen mit der Eigenschaft, daß die 
Erzeugenden ihre Kehllinie, den geometrischen Ort jener Punkte, in denen die Fläche 
isotrope Tangentenebenen hat, unter fester Sperrung schneiden. 


20) K. Strubecker [6] S. 750. 
21) Zur (isotropen) Bertrand-Kurve vgl. [5] S. 28. 
22) Zur Definition der (isotropen) Schraublinie siehe [5] S. 24. 














RE er 


DEE TE TOR vr 


u rn 


er. 














Vogel, Regelflächen im isotropen Raum. 209 


5. Die Regelflächen V konstanten Dralls A. Wir betrachten den Flächenstreifen 
längs einer Erzeugenden (Erzeugendenstreifen). Die Streifenkurve ist die Erzeugende, der 
Tangenteneinheitsvektor der Streifenkurve e. Der Einheitsvektor u) der Streifenseiten- 
tangente hat die Darstellung (32) wie bei den Flächen IV. Daher ist die geodätische Windung 


unseres Flächenstreifens a = — während die Normalkrümmung b verschwindet. Nun 


ge’ 
können dieselben Schlüsse wie in $4.3 auch hier gezogen werden. Das führt zu dem 
folgenden Ergebnis: 

Die Regelflächen V, deren sämtliche Erzeugendenstreifen zueinander kongruent sind, 
sind die Flächen konstanten Dralls A und nur diese. Dabei darf auch A = 0 sein. Die Er- 
zeugendenstreifen sind dann ebene Streifen. 


6. Die Regelflächen V konstanter konischer Krümmung v. Diese sind dadurch aus- 
gezeichnet, daß die Erzeugenden einer Fläche entweder in parallelen Ebenen liegen 
(v=0, konoidale Regelflächen) oder eine Schar paralleler Ebenen unter der festen 
Neigung (Böschung) v schneiden. 


$ 6. Beziehungen zur Flächentheorie. 


I. Die Asymptotenlinien. Die Asymptotenlinien einer Fläche r(u, v) genügen der 
Gleichung ?°) 
(46) Ldu? + 2Mdudv + Ndv? =0. 


Dabei bedeuten Z, M, N die zweiten Fundamentalgrößen der Fläche, die sich berechnen 
nach ?*) 


(47) 





_ Ükutotu]) 45 _ [Eukotu) 1, _ [EuEoke] 
L= WW ul ut N un AT 
Zur Abkürzung wurde W? = EG — F? gesetzt. Für die ersten Fundamentalgrößen E, F,G 
der Fläche gilt, wenn r,, £, die Grundrißprojektionen der Vektoren r,, rt, bedeuten ®*), 

(48) E=%, F=ub G=E.- 

Wir berechnen jetzt die Fundamentalgrößen der Regelfläche (5). Unter Verwendung 
der Ableitungsgleichungen (10), (23) und (36) findet man für die Regelfläche vom 
Typus III) 

E=1,F=0,6=1, 


(49) L=0, M=4A, N =»*+4u; 


für die Regelfläche vom Typus IV 
E=1,F=0, G=u°, 


v. L=0, M-—4, N=X+vu; 
und für die Regelfläche vom Typus V 
E=z1,F=1, G=1+ x.u®, 
(61) L=0, n-—, N=Z(-i+Xu+ ru). 


23) Vgl. [7] S. 395. 

#4) Vgl. [7] S. 392 bzw. 394. 

25) Bei den Flächen 1 ist E=0,F=0,G=1,W=0. Für die Flächen I gt E=1,F=1,0=1, 
W=0. Die Metrik dieser Flächen ist in allen Flächenpunkten singulär. Wir sehen im folgenden von diesen 
Flächen ab. 
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Die beiden Scharen von Asymptotenlinien der Fläche III bestehen aus den Erzeugen- 


‚den (auch Asymptotenlinien der 1. Schar genannt) “ 
(52) dv = 0 

und den im allgemeinen krummlinigen Asymptotenlinien (Asymptotenlinien der 2. Schar) fi 
(53) 2idu+(x* + Au)de=0. 

Die Asymptotenlinien (53) fallen dann und nur dann mit den Erzeugenden zusammen, 

wenn A=(, x* #0 ist. Das trifft bei den nichtebenen Zylinderflächen zu. Bei den ebenen l 


Parallelstrahlbüscheln A=0, #»*=0 ist nach (53) jede Kurve als Asymptotenlinie 
der 2. Schar anzusehen. 


Ist A= const #0, so schneiden alle Asymptotenlinien der 2. Schar eine feste 
. * 
Erzeugende unter festem Winkel, dessen Tangens z = — 37 beträgt. Die Grundrisse 


der Asymptotenlinien der zweiten Schar sind zueinander translationskongruent. Zu diesem 
Ergebnis kommt man auch durch eine andere Überlegung. Die Flächen III, A = const, 
sind spezielle Integralflächen der partiellen Differentialgleichung ?*) rt — s®—= K = const. 
Nach G. Scheffers [2] bilden die Projektionen der Asymptotenlinien der genannten 
Flächen auf die xy-Ebene ein vollkommenes Parallelogrammnetz. Das heißt, die Grund- 
risse jeder der beiden Scharen von Asymptotenlinien gehen durch (ebene) Translationen 
ineinander über. 


Die Asymptotenlinien der zweiten Schar einer allgemeinen Fläche III (A = const) 
schneiden die geradlinigen Erzeugenden unter konstantem Teilverhältnis. 
Die Asymptotenlinien der 2. Schar der Fläche IV genügen 


(54) — 2/du + (Au+ vu?) dv =(0.: 


Falls A=0, +0, fallen beide Scharen von Asymptotenlinien zusammen (nichtebene 
Kegelflächen); falls A=0, »= (0 kann nach (54) jede Linie als Asymptotenlinie der 
2. Schar angesehen werden (ebene Strahlbüschel). Sieht man von diesen Flächen ab, so 
schneiden die Asymptotenlinien der 2. Schar die geradlinigen Erzeugenden, wenn » + 0 
ist, unter konstantem Doppelverhältnis, bzw., wenn v—=( ist, unter konstantem Teil- 
verhältnis. 


Wir betrachten noch kurz die Asymptotenlinien der Fläche V. Diese bestehen aus 
den Erzeugenden dv = 0 und den Asymptotenlinien der 2. Schar 


(55) 





— 2/du +(—A+Nu+rud)de=0. 





Die Asymptotenlinien der 2. Schar einer windschiefen Regelfläche V (A +0) schneiden 
die Erzeugenden v = const unter konstantem Doppelverhältnis, falls +0 ist, unter 
konstantem Teilverhältnis, falls r = 0 ist. 


2. Die Relativkrümmung. Die Relativkrümmung K einer Fläche r(u, v) berechnet 
sich aus den ersten und zweiten Fundamentalgrößen nach ?”) 


(56) 


Hat die Fläche die Form z = z(z, y), so ist 





(57) K=n— = 2,2, — 2- 





2*) Vgl. diese Arbeit $6.2. 
7) Vgl. [7] S.4u0. 
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Ersetzt man in (56) die E,F,G, L, M, N durch (49), (50), (51), so erhält man für die 
Relativkrümmung der Regelfläche III 

(58) 
für die der Regelflächen IV und V 


K=—as, 





(59) 


Wie die Gaußsche Krümmung bei den Regelflächen des A,, so ist auch die Aelativ- 
krümmung bei den Regelflächen des J, nirgends positiv. Regelflächen verschwindender 
Relativkrümmung sind alle und nur die Flächen III, IV, V verschwindenden Dralls }. 

Die Regelflächen konstanter (nichtverschwindender) Relativkrümmung sind die Flächen 
III mit A = const #0, also III.4, III.5 und III.6. Von diesen Flächen seien hier im 
Nachtrag zu $ 3.3 noch einige bekannte Eigenschaften, welche sich auf die ausgezeich- 
neten Gewinde (20) und die Cliffordschen Schiebungen des isotropen Raumes beziehen, 
angegeben. Nach dem Satz von Beltrami-Enneper, der, wie K. Strubecker ®) zeigte, 
auch für die Geometrie des isotropen Raumes gilt, wenn man die Gaußsche Krümmung 
durch die Relativkrümmung ersetzt, haben zwei sich in einem Flächenpunkt der Gauß- 
schen Krümmung (Relativkrümmung) K kreuzende Asymptotenlinien dort entgegen- 
gesetzt gleiche Torsion r, = + ge ‚y= — VuR . Sind eine oder beide Asym- 
ptotenlinien geradlinig, so gilt diese Beziehung auch noch, wenn man unter der Torsion 
einer geradlinigen Flächenkurve den Quotienten, gebildet aus dem Kontingenzwinkel 
der Tangentenebenen, welche die Fläche längs der Geraden berühren, und dem Bogen- 
element der Geraden, versteht. 

Bei unseren Flächen haben die Erzeugenden die (konstante) Torsion — }, die 
Asymptotenlinien der 2. Schar die Torsion + A. Die krummlinigen Asymptotenlinien 
sind daher Gewindekurven in Gewinden ®&,;?%. Aus der Tatsache, daß die Schmieg- 
ebenen einer Asymptotenlinie mit den Tangentenebenen an die Fläche zusammenfallen, 
und aus der Definition der Torsion bei geradlinigen Flächenkurven folgt: Jeder Flächen- 
streifen längs einer Erzeugenden (Erzeugendenstreifen oder Asymptotenstreifen der 1. Schar 
genannt) liegt in einem Gewinde ®&_;, jeder Flächenstreifen längs einer Asymptotenlinie der 
2. Schar (Asymptotenstreifen der 2. Schar) liegt in einem Gewinde ©,;. 

Da nach Scheffers [2] die Krümmung und, wie wir soeben sahen, die Torsion aller 
Asymptotenlinien einer Schar bei Flächen konstanter Relativkrümmung K überein- 
stimmen und da ferner die C-Schiebungen !?) spezielle isotrope Bewegungen sind (deren 
„Grundrisse‘‘ ebene Translationen darstellen), kann jeder Asymptotenstreifen mit einem 
Streifen derselben Schar zur Deckung gebracht werden, indem man eine C'-Schiebung, 
welche nur zwei entsprechende Flächenelemente der beiden Streifen ineinander überführt, 
ausübt. Dies leisten die — A-Schiebungen längs einer Asymptotenlinie der 2. Schar bzw. 
die + A-Schiebungen längs einer Erzeugenden. Man erhält daher alle Erzeugenden- 
streifen, indem man einen solchen Streifen den — 4-Schiebungen längs einer Asymptotenlinie 
der 2. Schar unterwirft, alle Asymptotenstreifen der 2. Schar, indem man einen solchen 
Streifen den + A-Schiebungen längs einer Erzeugenden unterwirft. 

Man nennt die Flächen III. 4 und III. 5, da sie durch Cliffordsche links- bzw. rechts- 
seitige Schiebungen ihrer geradlinigen Erzeugenden aneinander entstehen, auch die 
Cliffordschen Flächen des isotropen Raumes. Die Flächen III. 6 sind die (von den Clifford- 
schen Flächen verschiedenen) parabolischen Netzflächen ?°). 


2) K. Strubecker [6] S. 757/58. 
®) Vgl. [4] S. 185 und [6] S. 777. 





























212 Vogel, Regelflächen im isotropen Raum. 
Wir betrachten jetzt noch jene Regelflächen, deren Asymptotenstreifen in Ge- 
winden (20) liegen. Zu diesen gehören, wie wir wissen, die Regelflächen konstanter 
Relativkrümmung. Sind die Tangentenebenen längs einer Asymptotenlinie in einem 
Gewinde (20) gelegen, so hat die (geradlinige oder krumme) Asymptotenlinie nach 
Strubecker ?°) konstante Torsion (bei geeigneter Definition der Torsion im Falle gerad- 
liniger Asymptotenlinie). Sie ist nach dem Satz von Beltrami-Enneper eine Flächen- 
kurve, längs welcher die Fläche konstante Relativkrümmung Ä besitzt. Aber auch di« 
Umkehrung gilt. Ein Asymptotenstreifen ist dann und nur dann ein Gewindestreifen, 
wenn die Fläche längs der Asymptotenlinie konstante Relativkrümmung aufweist. 


Die Linien konstanter Relativkrümmung sind nach (58) bei den Flächen III entweder 
die Erzeugenden (falls A + const) oder sämtliche Flächenkurven (falls A = const). Bei 
den Flächen IV und V genügen die Kurven konstanter Relativkrümmung wegen (59) 
der Gleichung 


(60) — 2A/du + Mudr =. 





Erörtern wir zunächst die Flächen IV. Die Erzeugenden stellen dann und nur dann 
Linien konstanter (nämlich verschwindender) Relativkrümmung dar, wenn = ist. 
Die Flächen IV, deren sämtliche Erzeugendenstreifen in Gewinden (20) liegen, sind also 
die Kegelflächen A = 0 und nur diese. Jeder Erzeugendenstreifen liegt in einem Ge- 
winde ®,. 

Bei einer windschiefen Fläche IV (A +0) fallen die Asymptotenlinien der 2. Schar (54) 
dann und nur dann mit den Linien konstanter Relativkrümmung (60) zusammen, wenn 


v = () ist. Die Torsion der geradlinigen Erzeugenden ist nach (32) a = — 5: Entgegen- 


gesetzt gleich ist die Torsion der sie querenden Asymptotenlinien der zweiten Schar. 
Die windschiefen Regelflächen IV, deren sämtliche Asymptotenstreifen der 2. Schar 
Gewinden (20) angehören, sind die konoidalen Flächen »=0 und nur diese. Die 


Asymptotenstreifen sind in Gewinden ®, gelegen, für de C= + 3 gilt. 


Die Erzeugenden der Fläche V sind dann und nur dann Linien konstanter (und 
dann verschwindender) Relativkrümmung, wenn A = (0 ist. Jeder Erzeugendenstreifen 
einer solchen Fläche ist in einem Gewinde ®, gelegen. 

Bei einer windschiefen Regelfläche V (A #0) gibt es nach (55) und (59), wenn 
T = const FÜ ist, genau einen, wenn r + consi oder r = ist, keinen Asymptoten- 
streifen der 2. Schar, der einem Gewinde (20) angehört. 

Schließlich noch die Flächen III. Da die Relativkrümmung längs jeder Erzeugen- 
den konstant ist, sind alle Erzeugendenstreifen Gewindestreifen. Jeder solche Streifen 
liegt in einem Gewinde &_,. Bei einer windschiefen Fläche III sind beide Scharen von 
Asymptotenlinien Gewindestreifen, wenn A = const +0 gilt. 

Die Regelflächen, deren sämtliche Asymptotenstreifen in Gewinden (20) liegen, sind die 
Regelflächen verschwindender bzw. konstanter (nichiverschwindender) Relativkrümmung und 
nur diese. 


3. Minimalregelflächen. Die Minimalregelflächen des J, sind Flächen verschwinden- 
der mittlerer Krümmung H?°®°) 


1 EN—2FM+GL_ 


(61) He om =0. 





30) Vgl. [7] S.417 ff. und [10]. 
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Für die mittlere Krümmung H der Regelflächen III, IV, V findet man unter Verwendung 
von (49), (50), (51) 


(62) H= (x* + Au), 


bzw. 


(63) Arme 


bzw. 


(64) 


Die nichtebenen Minimalregelflächen 7 =0 sind die Flächen IIl.4 (A = const #0, 
z#* = 0) und IV.4 (A = const + 0, » = 0). Während im A, die Wendelflächen die einzigen 
(reellen) Minimalregelflächen sind, gibt es im J, zwei Arten von Minimalregelflächen, das 
hyperbolische Paraboloid mit vollisotroper Durchmesserrichtung, dessen beide Scharen 
von Erzeugenden (im isotropen Sinne) aufeinander senkrecht stehen, und die isotrope 
Wendelfläche. 

Jede Minimalfläche des J, kann als Integralfläche der Differentialgleichung 
2H=r+t=z,+ 2, = 0 in der Form 


(65) = Rf(5) oder z= Y/(}) 


dargestellt werden, wo /(3) eine (komplexe) analytische Funktion von z3= x + iy ist 
und Rf(3) bzw. $/(3) den Realteil bzw. Imaginärteil dieser Funktion bedeutet. Die zur 
Minimalfläche z = NRf(3) assoziierten Minimalflächen haben die Darstellung 


(66) z= Nf(3) cos« + Jf(z) sin «; x reell. 


Darin ist für «© = 5 die sogenannte adjungierte Minimalfläche enthalten. 
Die zur Fläche III. 4 in der Normalform (17) z= Ary assoziierten Minimalflächen 
lauten 


“ 


(67) z= Axy 008 & — 2 (2? — y?) sin«. 


Alle diese Flächen sind zueinander kongruente Minimalregelflächen. Sie entstehen aus der 
Normalform (17) durch Drehungen um die vollisotrope Achse = 0, y=(0 mit dem 
& 
Drehwinkel —. 
2 
Die isotrope Wendelfläche IV. 4 der Normalform (29) hat die adjungierte Minimal- 
fläche 


(68) z=—Aln Ya?+ y®, 


ein Drehlogarithmoid mit vollisotroper Drehachse. 

Eine nichtisotrope Gerade, welche einer (reellen) Minimalfläche des J, angehört, 
ist eine Symmetriegerade (im isotropen Sinne) dieser Fläche®!). Jede Minimalregelfläche 
IV.4 besitzt, wovon man sich natürlich auch leicht rein geometrisch überzeugt, &! 
Symmetrien bezüglich ihrer geradlinigen Erzeugenden, jede Minimalregelfläche III. 4 
besitzt 2 - oo! Symmetrien bezüglich der beiden auf ihr gelegenen Scharen von geraden 
Linien. 


”) K.Strubecker [10] S. 34. 
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Schneidet eine isotrope Ebene eine (reelle) Minimalfläche nach einer (isotropen) 
Krümmungslinie®?), so ist diese Ebene (im isotropen Sinne) eine Symmetrieebene dor 
Fläche °®!). Nun sind die Krümmungslinien der Fläche Ill. 4, wie man leicht sieht, jene 


Pu“ Kane, ü . Mi 0 
Flächenkurven, die mit den Erzeugenden den Winkel + 7 bzw. — 7 einschließen. Jede 


Fläche 111.4 besitzt neben den Symmetrien bezüglich ihrer Erzeugenden noch 2 ! 
Symmetrien bezüglich zweier (zueinander orthogonaler) Scharen von parallelen Ebenen, 
welche die Fläche nach ihren Krümmungslinien schneiden. Die Krümmungslinien der 
Fläche IV. 4 sind dagegen nicht in isotropen Ebenen gelegen. 


#) Krümmungs»linien einer Fläche des J, genügen der Gleichung 
(EM — FL)du? + (EN — GL) dudv + (FN — GM) dr? = 0. 
Vgl. [7] 8.401. 
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On the frequency of small fractional parts 
in certain real sequences. Ill. 


By W. J. LeVeque in Ann Arbor, Michigan. 





Introduetion. 
Let % be the class of nonincreasing functions f on the positive integers for which 


0<sf(k) s} for k=41,2... and 5 f(k) ==, and for real t let (t>be the posi- 
k=1 

tive distance between tand the integer nearest t,so that 0 < (t) < 1/2 forall t. We are 

concerned in the present series of papers with the number N,„(x; ax, &, f(k)) of solutions 

k<n of the inequality 


(1) (a — %) <f(k), 
in which a,, @,, ... . is an increasing sequence of positive integers, fisin %, and x, &,, &,... 
are real numbers which may without loss of generality be taken in the interval [0, 1]. 
It is to be expected, on probabilistic grounds, that as n> &, 


(2) N„(x; ar, &, f(k)) “2 8 f(k) for almost all x. 
i=1 


For when x is a random variable, uniformly distributed on [0, 1], and 


N 1 if (1) holds 
+ \0 otherwise, 


it is easily seen that the expected value of X, is E{X,} = 2/(k), and hence that 


E{N.(2; ar, &, f(k))} = E{X, ++ X.) = 22h). 
The variables X,, X,,.... are of course not statistically independent, but are asymptoti- 
cally so, in the sense that the connection between X, and X, becomes more tenuous as 
|k—1| becomes large. If the X, were actually independent, (2) would simply be the 
strong law of large numbers for that sequence, and it would hold for all f€ %. 

Relation (2) is known to be valid under some eircumstances: 

a) For f(k)=c, the truth of (2) for every c and every constant sequence & — & 
is equivalent to the assertion that for every {a;}, the sequence {a,x} is uniformly distri- 
buted (mod 1) for almost all x, a result due to Weyl [7]. 

b) Fora, =r,ır,°'rrfork =1,2,...,wherer,,r,, . . . is a nondecreasing sequence 
of integers going to oo not too slowly, and «&; = 0), it was shown in part I [5] that (2) 
holds for functions f satisfying quite special conditions, of which perhaps the most 


egregious was that f(k) be greater than af 
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ec) For a, =k, &. = 0, it was shown in part Il [6] that (2) holds for allf€ % such 
that f(k) =O(k"!). P. Erdös has shown [3] that this last condition is unnecessary'). 

On the other hand; (2) does not hold, even in the case &; =(), for all {a,} and all 
f€ 5. This was proved by Duffin and Schaeffer [2]; see also [1]. 

In Theorem 1 below we give a rather mild suffieient condition for the validity of (2). 
This condition, which simultaneously involves f(k) and the a,, is certainly not necessary, 
since Theorem 1 does not include the above mentioned result of part II. Still, as Theorems 2 
and 3 show, it implies that (2) holds for many common sequences fa;}, for all f€ %, and 


lo € 
also for all sequences {a,} with Tr bounded, for f€% such that f(k) > mer It 


will be seen that the nature of the sequence {x;} is of no importance. 


1. The eovariance. 


For 0<y=} and for real t put 


1 if (ty <y 
yp(t, y) -{ Bar ® 


0 otherwise; 
then by an easy computation, 
u 2 ? sin 2rny cos 2nnt 
(3) vuy)=2y+— . 


In=l 


We shall use this Fourier series to obtain an upper bound for the integral 


Ta = f{y(arx — &, f(k)) — 2/(k)} {ylaız — au, f())— 2/(N)} dx, 





where now the sequences {a,} and {x;,} and the function f€ % are fixed. From (3), 


1 on 
ee, 2.0 sin 2rn(fk) sin amp) [cos Ian(a,x — &,) cos 2m (a,x — a) dx 


sin 2ranf(k) sin 2mf(l) cos 2n(na, — maı). 


Jaı Jar 
Let (a,, a,) = di; then na; = ma, if and only f n= - and m = —-- for some 
kl kl 


positive integer j. Hence 


1 sin ? iD Aı&r- an 


Ja = u 5 - sin 22] — a] —— Eausäe 
= en ? 7] ] 2] — du 


Suppose for the moment that k </. Then 


y . fl) 
) m=_#_ 24 sin? { 
(4) Irı er z7 fi sin 277] di, 

. (sin 2rj af(k) + aa — ar 


sth — an + ar 
dkı 3 


+ sin 2 d 
kl 


Returning to the expansion (3), we see that frr O<p <<}, 


sin 2anß sin Arny 


n? i 


8 ; yo 
Syvtuyd=2py4 s 
0 n=1 


!) The present paper was written before I saw Erdös’ manuscript, but I have partially rewritten it using 
a Jevice oceurring there to simplify and extend my result. 
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while from the definition of y, this integral clearly has the value min (f, y). Heuce 


4 0<ß<s} 


sin Zn sin 2uny _ = min (ß, y) —2Py, 0szsy<s} 


mn? 


EA 
and since sin Su = + sin 2rn(t), we see from (4) that for k SI, 


Im|<2,, dh ‚min (ER, 


If a,f(l) < $ dy,, then 
Isa _9, 1 


4,4) drı 
while if d.; S 2a,f(l), then 


di, 1 drı ft) 
Axdı 2 = A,dı 5 2a,f(}) rn 2dhı a \ 


|Zu|<2 
Hence for all k and |, 
(5) |/u | < 2(a,, aı) min (13 ’ o, 
dx aı 


2. The general theorem. 


Theorem 1. Suppose that FE %, and put 


Let {x,} be an arbitrary sequence of real numbers, and let {a,} be an increasing sequence 
of positive integers. Then (2) holds if for some positive constant n the relation?) 


BR 3 (a, a) < F°-"(n) 


or BE ı1- 


(6) 


holds. 
Suppose that (6) holds, and for brevity put N„(2; a;, &, f(k))= Nn(z). We have 


0< f {N„(2) — 2F(n)Pdx 
ö 


= Z (vtaz — m I) 2W)} de = & Im, 
d \k=ı k,l=1 
and hence by (5) and (6), 


/ {N„(2) — 2F(n)Pdz < F?""(n). 
It follows from Chebyshev’s inequality [4] that for every e > 0, 


meas {x € [0, 1]| | Nn(2) — 2F(n) | > eF(n)} < am 


Since F({n) =O(n) and lim F(n) =, it is possible to choose a sequence of positive 
integers 7,,72g,... such that & F”(n,) converges and F(n,) = F(n,,,) aa n> oo. By 
the first Borel-Cantelli lemma [4], 
(7) N„(2) =2F(n,) 
2) The symbol r„< s, means | =" < A,forn=1,2,..., where A is a number independent of n. 
n 
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for all x except those in a set of measure 0. Suppose that x is not in this exceptional set. 
Then for n,<n <n,;,, we have 
(1 + o(1))2F(n,) = N„,(2) <N,(x2) s N,,,,(2) 
= (1 + o(1))2F(n,,.) =(1 + o(1))2F(n,), 
so that for such x, 
N„(2) = (1 + o(1))2F(n,) = (1 + o(1))2F(n), 
which completes the proof. 
Corollary. /f f€E% and 


(8) | zz u) en, 


k=-11=1 MAX (Gr, a,) 
then (2) holds. 


For we have 


Em Sa) z (a PR Fi 


= 4 ı1=1 Km max (a, @;) 





n 
= 5 CHUru,, 
k,i=1 


say, where u, = f}(k) is nonincreasing. This monotonicity, together with the bound (8), 
gives 


n n 
2 
SL um = 3 du dus pi ml 
kl=1 kl=1 Di 


n—1 
=, (z Pe + u, 5 5 Cu 
k=1 \j=11= .- 1l=1 


n—1 
< zZ kW—u,)+n2= Zu=F(n, 
k=1 


so that (6) holds with 7 =1. 


3. Applications. 


Theorem 2. /f [€ %, then (2) holds for arbitrary {x.} in each of the following cases: 
a) a. = k”, where m Z2 is a fixed integer; 

b) for some constant o >A, a,,, > oa, for k =1,2,... (e.g., a4 = 2%* or kl); 

c) d(a,), the number of divisors of a,, is bounded (e. g., a; = pr, the k-th prime). 

In the first two cases we can apply the corollary. We put 


n 


1 n 
ia 


k=1 0% 1-1 k=1l=k+l aı 


In case a) we have (a,, a) = . I)”, so that. 


EL 
k=1 d|k 

. d 

3 27 = 

k=1 djk k 


n—1 
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k 2 k® 
zT 
so that 


n—l1 


t, > 
.<z vi +n<n 


Similarly, 
 (k,kr +c)” 


n k 
n=2 2 3- 


k=1c=1r=1 (kr +)” < B7- >. c) <n, 


so that (8) holds in case a). 
In case b) we have a, <o"* "9a, forl<k, so that 





Im 


k=1l-k+1 0 k=ll=k+l 
The corollary cannot be used in case c) since the infinite series in (8) may not 


converge. But — to (6) we have 


5 (a, a,) S z (u,])= 2 de(& d = < a.d(a,), 


I=1 dla, 


so that if we designate by s„ the double sum on the left hand side of (6), we have 
(9) Sn = £ f(k) d(a,). 
-=1 


The truth of the theorem in case c) follows immediately from this inequality. 


Theorem 3. Let f be a function in % such that f{n) > n"® for some positive constant 
ß, and let {x,} be any real sequence. Then (2) holds for every sequence {a,} such that for some 
positive constant u, 4; < kr. 


It is well known that for every positive constant e, d(n) & n°. Choose e = - 


Then by (9), 
n n n ß 
< Eh < Zfh)k— Fieh)R 
k=1 k=1 k=1 


< 2 f(k) Fiik) 
k=1i1 


n—1 ! 
— 5 Fi(k) (Fi(k) — Ft(k + 1)) + F(n) F*(n) 
k=1 


Be F(k) f(k) 
r=ı F*(k) + Fi(k +1) 


3 
<FP’(n), 
so that (6) holds with 7 =}. 





+ F%(n) 
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P. Erdös advanced the following conjecture at a recent conference in Hungary. Let, 
S; be the set of points t € [0, 1] such that 


k 
kz— [kx]€ $, for infinitely many k. The truth of this conjecture is a weak conse- 
quence of Theorem 2, a), since it is immediately seen that kx — [kx] € 5, if and only if 
(k?xy < k!, and the theorem mentioned asserts that there are almost always about 
2log n solutions of this inequality with k Sn. 
Erdös’ conjeeture suggests a more general one, which seems rather intractable, in 
which $, is an arbitrary set in [0, 1] of measure f(k), with f€ %. 


for some integer r with O<sr<k. (Thus meas $, 7) Then for almost all x, 


4. The error term. 


Let R„(z; a,, &, f(k)) = R„(x) be the error term in the asymptotic estimate (2); 
that is, put 
R„(2) = Nn(2) —2F(n). 
According to Theorem 1, R„(x) = o(F(n)) for almost all x if (6) holds. If in the proof 
of Theorem 1, Chebyshev’s inequality is applied with e#!"”(n) in place of eF(n), it is 
easily seen that in fact (6) implies that 
R,(z) = o(F}=3**(n)) 
for almost all x, for e > 0. 'Thus if (8) holds, then 


Ru(2) = o(F}**(n)) 
for almost all x, and the same error term can easily be obtained in the case treated in 
Theorem 3. 
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